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Elészo

Az itt kovetked tananyag a BME Kozlekedésmérnoki és Jam@rnoki Kar alapképzés-
ben részt ve hallgatéi szamara készilt — azokat a tananyagkészartalmazza, amelyek a
kozlekedésben dolgozd mérntkok szamara mintegyméilegdtségkent elvarhatd ismeretet
jelentenek, illetve amely anyag lebe¢ teszi, hogy a jartmérnoéki szakiranyban tovabbta-
nuloé hallgatdk legaldbb részben ezekre az alap@githessék a szakirdnyld tanulmanyaikat.
Az elméleti anyagrészeket mintafeladatokkal egésik ki — ezek tanulmanyozasasdqiti
az elméleti ismeretek jobb megértését és a ténylimimdat megoldast.

Itt fejezem ki halas koszOnetenigt. Perjési Istvanegyetemi adjunktusnak, aki a kézira-
tot gondosan atnézte és tanacsaival jobba teniieteg Hasonldképpen kdszonet illeti a
jegyzetet hasznald hallgatokat, akik szintén szaésmevétellel segitettek jobba tenni e
munkat.

Az itt kovetked tananyageléoadas vazlahak készilt és ennek megféleh kell hasznalni
is. A tananyagot elsajatitainmagaban,csak ebbl az ebadas-vazlatbdl nem célsielEn-
nek az eladas-vazlatnak az a célja, hogy a tananyag minirhtigaitse, €s a tanulastseé-
gitse. Természetesen nem pétolja dadhsok meghallgataséat, désagiti az 6nallo tanulast.

A tanulas altalaban munka is — az eredményes mpe#lay sikerélményt ad. Az anyag
elsajatitdsa csak komoly munkaval lehetséges. seggint irodalom-jegyzéket adtunk meg:
az ott felsorolt jegyzetek és kdnyvek segithetné&nanyag jelen éhdas vazlatban csak ro-
viden bemutatott részeinek alaposabb megértésében.

Ra kell mutatni arra is, hogy ez adadas vazlat az ,Aramlastan” tudomanyterilet igen-
csak minimalis részét tartalmazza — azt a részt, asajnalatos modon rovidre szabot-el
adas keret megenged. Az igényes Olvasd nem elégeddge e munka tanulmanyozasaval,
kilénosen akkor nem, ha tekintetbe vesszik, hody artématertleti régebbi és modern,
magyar nyeli, igen jol megirt szakirodalom is rendelkezésre all

A hallgatok hosszu tavu és alapveirdeke az, hogy a szakteriletiket alkotd tudoma-
nyokbdl alapos ismereteket szerezzenek, akkorisidpjainkban ezzel ellentétes tendenciak
érvényesilésének lehetlink tanui.

Grof Széchenyi Istvan: ,Eqgy nemzet ereje avkieft emberdk sokasagaban rejlik.”

(Az esetleges megjegyzéseketgausz@rht.bme.haimre kérem — minden javité szandéku
megjegyzésért ez uton is kdszdnetet mondok.)




1. A folyadékok es gazok fizikai jellemdi -1-

A folyadékok és gazok — a kisbiekben ezeket altalab&ozegek nevezzik — részecs-
kéekbsl allnak. A részecske-szemlélet alapjan vezetheljék illetve értelmezhetjik a sza-
munkra legfontosabb fizikai tulajdonsagokat.

Ebben az éladas vazlatban ugy tekintjik, hogy a folyadékolg&®mok részecskéinek to-
mege és sebessége van, illetveéeibvetkeden minden részecskének van mozgasmennyi-
sége (mas szoval lendllete, vagy eleven erejetémeg és a sebesség szorzata) és mozgasi
energiaja.

Létezik tovabba a részecskek kozott egy, parpaikaicjellemzett kapcsolat is, amelyet
az 1.1. abran vazoltunk (a parpotenciél szigoriée két részecske kdzott értelmedhee a
hatas nagyon sok részecske esetében is hasonlo).
Az 1.1. abran - példaként — a

U(r) ’ Lennard-Jones féle, 6-12-es parpoten-
.\ ;L»‘ cial (vastag, folytonos vonal), illetve
\ ennek két dsszetéje lathato. A fels,

szaggatott vonal a Pauli féle, az elekt-
NA/r? (taszitd hatds) ron-felhsk kolcsbnhatasabol adodo ta-
T szitd hatast (ét) mutatja. Az also,

T I szintén szaggatott vonal pedig a van
der Waals féle, dip6lusok kolcsénhata-
san alapul6 vonzé hatast ggrmutatja.
Az ered a két rész 6sszege.

11. 3bra e
ZBIv* (vonzé hatds) A taszité hatas kis tavolsagokon
(kb. tized-nanométeren belll) érvénye-
sul; a vonzo hatas, kohézio az etél
sokkal nagyobb tavolsagokra jelletnz

A folyékony folyadék részecskéi egymashoz olyamekdnelyezkednek el (pl. az abran
lathatd B” betii elhelyezkedésének megféieiavolsagban), hogy kodzottik lenyeges vonzo
hatés jut érvényre — ezt kohézidnak is nevezzile &itényre a kébbiekben, a viszkozitds
vizsgalatakor visszatérink.

A gazneni kdzegek részecskeéi kozott teatlagos tavolsag sokkal nagyobb, mint a folya-
dékok részecskéi kdzotti tAvolsdg. Ezért a gazekewskeéi kozotti vonzégis sokkal kisebb,
ezt a hatast a tovabbiakban elhanyagolhatéan kicsekintjuk.

Az eddig tekintett tulajdonsagok a kézegekre, miszecskall allo halmazra jellemi
ek. A kovetkedkben a legfontosabb fizikai tulajdonsagokat defjoid a részecske szemlélet
alapjan. Tekintsink egy egyszeresen ¢sszéflgdrt térfogatot. Nyilvanvaléan az ebben a
térfogatban helyet foglal6 részecskék dsszes tonesgea kozedomeee. A siriségpedig a
tdbmeg és a térfogat hanyadosa:

-m 1.1
Py (1.1)

A tdmeg példa aextenzivmennyiségekre, ezek értéke a vizsgalt rendszestéval ara-
nyosan valtozik. A&tséeg pedig a totmeghez kapcsaotenzivmennyiség, ennek értéke nem
flgg a tekintett rendszer mérétét



1. A folyadékok és gizok fizikai jellemzdi

A folyadékokban és gazokban is értelmezzik a fessxjeket (mértékegységik alapeset-
ben [N/nf] vagy masképpen [Pa] — Blaise Pascalrél elnevez\el/n?] = 1 [Pa]), amelyek
segitségével a fellleti@c hatarozhatok meg:

dF =11 dA (1.2)

A feszlltség-tenzor részletesen kiirva a kovetkez

A feszlltség tenzor:
Uxx Txy sz
n=\r, o, t,|,iletve:
I, T, O,
1.2. 3bra T dA+ T, dA+ T, dA,
dF =|7,dA +0  dA +7  dA
r,dA +7,dA +0 ,dA,

A fesziltségek indexelése a kovetketv szerint torténik:
» az el$ index megmutatja, hogy a fesziltség 6sszeteely koordinata tengely ira-
nyaba mutat;
» a masodik index megmutatja, hogy a fesziltségetesgzmely koordinata tengelyre
memleges sikban fekszik.

Csak megjegyezzik, hogy [4]-ben (125. oldal) vé8jyban (337. oldal) a feszultség-
tenzor elemeinek index-sorrendje éppen elledijeea fentiekben alkalmazottnak, azonban az
ertelmezés is forditott — vagyis a felirds ezelketivekkel azonos. Amiért ezt a format va-
lasztottuk annak oka az, hogy az altalanos mechhaik €és a nemzetk6zi szakirodalomban is
az altalunk hasznalt jel6lésmad az elterjedtebb.

A feszlltség-tenzoréhtidjaban a statikus nyomas és adott esetben aléab nyomas-
tobblet talalhaté. Astatikus nyomas kézeg részecskéinek rendezetlémbzgasabdl ered: a
részecskék mozgasmennyisége Utkd6zeésekor megvakazinozgasmennyiség-valtozas-id
egységre es fellletegységre vonatkoztatott érteétzzik statikus nyomasnak. Mivel a ren-
dezetlen Bmozgéasnak nincs kitlintetett irAnya, ezért a statikyomasnak sincs kitlintetett
irAnya — tehéat skalar mennyiség.

Megjegyezend, hogy a skalar mennyiség masik oldalrol nézveanumitiexes tenzornak
tekintheb (a nullaindexes helyett a nulladrénchegnevezés is hasznalatos). A vektorok egy-
indexes (vagy etsendi) tenzorok és a fentiekben bemutatott fesziltsegete két-indexes
(vagy mésodreni tenzor. Ezt a gondolatsort folytathatjuk és déffratunk magasabb index-
szamu, azaz magasabb réndnzorokat is — jOllehet ebben adalas vazlatban nem fordul
elé ilyen.

A statikus nyomas legkisebb értéke nyilvan a nullazen a nyomast az ttkbreszecs-
kék sebessége, tomege és szama hatarozza megivés kegfeljebb nem Utkdzik egyetlen
részecske sem.

A turbulens nyomas-tobblethasonl6 a statikus nyomashoz, mivel az is eggeazetlen,
nulla varhaté étédkmozgasforma eredmeénye. A kétféle normal feszllissgeted kozott a
kulonbség abban rejlik, hogy a turbulens mozgéasniitebb, esetleg sokkal intenzivebb,
mint a rendezetlendmozgas, ezért a turbulens mozgasbol szarmazo fedgék altalaban
nagyobbak, mint a rendezetlen mozgasbolefesziltségek.

-2-



1. A folyadékok és gizok fizikai jellemzdi

Amennyiben a kdzegben egy szilard felllet vanoaldz a felllet a kbzeget 1ényegében
két féltérre osztja. Ekkor azonban minden, a fdhi@e az egyik féltér valamely iranyabdl ér-
kezo (Utk6z) részecskéhez nagyon nagy val6sgéygel talalhatunk egy ,part”, egy olyan
részecskét, amelynek az utk6zése aé siszecske Utkozésének tukorképe. Ennek alapjan
kijelenthet, hogy a szilard fellleten a statikus nyomas ald&iei meélegesen keletkezik.
Ebbsl kbvetkezik az is, hogy a statikus nyomas egylédta mebleges (elegeriibn kis atmé-
roji) furat segitségével mériset

A feszlltség-tenzorsatlon kivili elemei a csusztatd fesziltségek. Asetato fesziltség
keletkezéséneksfoka — folyékony folyadék réteges aramlasanak estebmikor a részecs-
kék elég kozel vannak egymashoz — a részecskéktkiazetkesd kohézids & (1.1. abra —
,vonzo hatas”).

LI B B N B I N ey gy
-—
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13. 3bra

A gazneni kozegek réteges és gomolygé aramlasaban egyaadamint a folyékony
folyadék gomolygé aramlasaban a csusztato fespikisietkezésénelé foka a réeszecske cse-
rével (1.3 abra) létrej@mozgasmennyiség csere (mozgasmennyiség transzpoé3zecske
csere oka réteges aramlasbanéendzgas, gomolygo (turbulens) aramlasban ehhez kdodi
még a turbulens sebesség-ingadozasok miatti nésetesokkal intenzivebb — részecske cse-
re. A csusztatd feszlltség keletkezésének szikééigetele a sebesség kiulonbség (1.3. abra).

A fentiekldl kévetkezik, hogy folyékony folyadék esetében,émBrséklet novekedésé-
vel, amikor a részecskék a@rhozgas intenzitdsanak ndovekedése miatt egymastolatib
keriilnek, a surl6dé fesziltség csokken. Ugyanakkgazok réteges (laminaris) aramlasanak
esetében, admeérséklet nbvekedéséveb a csusztatd fesziltség. Az ebben a csusztato fe-
szlltségben szerdépdinamikai viszkozitast anyagjelledzek tekintjik, ezt a csusztato fe-
szlltséget a kébbiekben a deformacio-sebességekkel és a dinamilsaikozitassal
hatarozzuk meg (pl. 15.2 sz. képlet). A*#lsekben a dinamikai viszkozitas mellett szo lesz
a turbulens dinamikai viszkozitasrdl is, ez utdlbrzkozitas a mozgasjellerdiz fliggvenye.

A gomolygd aramlasokban a csusztatd fesziltségthedése a turbulens sebesség-
ingadozasok kovetkezménye — vagyis ezek fuggvemybbtrozzuk majd meg. A turbulens
csusztato fesziltség tehat a mozgasallapottdiigs).

Csak megjegyezzik, hogy a részecske csere nemmasadsmennyiség, hanem egyuttal
anyag és energia transzportot is jelent.

A nyomassal kapcsolatban szélni kell még dmamikus nyomasol, illetve az
dssznyomasl is. A dinamikus nyomas a részecskék rendezettgaisabol szarmazo Segy-
ségre illetve fellletegységre jutd mozgasmennyisgdpzas, ezért természetesen iranytiigg
— mégis, a hagyomanyos targyalasmodnak megtrietkalar mennyiségként szamolunk ve-
le. Az intenzivmennyiségek csoportjaba tartozik. A dinamikus ngsrkdzvetlenil nem meér-
het. Mérhet viszont a dinamikus és statikus nyomas dsszegekiEild 6ssznyomas.

—» . ) Az 0ssznyomast mérni olyan nyomastér
—r fossm?ﬁmag eszkozzel lehet, amelynek érzéfela moz-
_,,,' gassal szembe néz (pl. az aramlassal szem-
— beforditott c§ ilyen). Az 1.4. abran egy "U"
14 3bra . csoves nyomasméreszkoz lathato. Ennek
Statlk?s bal oldalan a statikus nyomas, a jobb oldali
Ly szardban az 6ssznyomas jelenik meg.



1. A folyadékok és gizok fizikai jellemzdi

Ennek megfeléen a folyadék-oszlop magassag kilénbsége arangimsmikai nyomas-
sal, a nfiszer ilyenképpen az 6ssznyomas és a statikus nykitidgségét mutatja, azaz mint
egy analdg szamologépikodik.

Amennyiben a kdzegben szilard test helyezkedikldtpr annak a felliletén is keletkezik
csusztato fesziltség, hacsak a kdzeget viszkozuekakjik (vagyis nem hanyagoljuk el a
viszkozitast) és a kozeg illetve a test egymashépest mozog. Szilard fal esetében a kbzeg
részecskéi a falnak ttkdznek, és onnan visszapattamNagyszamu részecske és érdes fal
esetén felteh8t hogy a visszapattanas varhato iranya nagyjalmiazaz érkezés iranyaval.
Ebbsl kovetkezik, hogy a szilard falnak Utkirészecskék sebességének varhatd értéke a fal-
hoz nagyon kozel nulla. Hangsulyozzuk: ez a varkat@k pontosan akkor alléelha egyet-
len fizikai részecske sem all meg, éppen ellebllegz mindegyiknek vissza kell pattannia! Ez
a nulla varhato érték a fizikai alapja annak, hadgontinuumként tekintett kozegnél, sarlodas
esetén azt mondjuk, hogy a s#éléteg all. Ez a tapadasi feltétel (ami persze naggak ele-
gendben nagy részecske szam esetén igaz, vagyis migroamo- aramlasokban nem, ott a
szél$ réteg nem &ll) kontinuumra vonatkozik, vagyis olydealizalt kozeg—modellre, amely
a teret folytonosan tolti ki és igy a sZéletegének vastagsaga infinitezimalis — a legkisebb
létezs részecske atméenél veégtelenszer kisebb. (A Kébi targyalas alapjat jeleht
kontinuum modellt k&bb vezetjik be.)

Vezessik be atatikus imeérsékletfogalmat is: ez a részecskék rendezetlen mozgésana
atlagos kinetikai energidja, egy, empirikus skaté@rve. A gazok esetében igen szemléletes
kapcsolat létezik: az altalanos gaztérvény szexistatikus nyomas egyéna diriiség és a
statikus ldmérséklet szorzatavalp(=R pT) — az "R " gazélland6 az atvaltashoz szikséges
konstansként is értelmezliefA statikus Bmérséklet szintén skalar jeliggntenziv mennyi-

ség, mérése a kdzeggel egyuttmozgd@&cvel lehetséges.

A dinamikus hvmérsékleta dinamikus nyoméshoz hasonléan a rendezett mdageis-
kai energidjanak a mértéke, a mar emlitett empgrgdélan. Nyilvdnvaléan a dinamikué-h
meérséklet csak viszonylag nagy aramlasi sebesseggtieben jeles, mérsékelt sebesseg
aramlasokban a figyelembe vétélégyakran eltekintenek. Skalarnak tekintett, inignz
mennyiség, kézvetlenil nem mérheviszont mérhét a statikus és dinamikussimérséklet
O0sszegeként definialbsszldmérséklet vagy torloponti hdmérséklet A mérésre az un.
torl6pont-timérs hasznalatos, amely a kdzeget — minden mozgasezetidnné téve — meg-
allitja, és a megallitott koze@mérsékletét meri.

A folyadékok és gazok — kézegek — fizikai tulajd@gait tehat altalaban is éket alkotd
részecskék tulajdonsagai alapjan definialhatjukészecske szemléleten alapul6 vizsgalat a
statisztikus mechanika eszkozeinek felhasznalaséivetséges (pl. Boltzmann egyenlet, racs-
Boltzmann modszer, sth.) — ezzel a kérdéskorreitzeno itt nem foglakozhatunk.

Elnevezés Matematikai leiras Megjegyzes

Siiriiség: p=p(rt) Skalar-vektor fliggvény.
Nyomas: p=p(r,t) Skalar-vektor fliggvény.
Hémérséklet. T=T(r,1 Skalar-vektor fliggvény.
Potencial U=U(rt); vagy ¢=¢(,1) | Skalar-vektor fuggvény.
Aramfiiggvény | ¢ =y (x, Y, t) Skalar-vektor figgvény.
Sebesség c=c(rt) Vektor-vektor fliggvény.




1. A folyadékok és gizok fizikai jellemzdi

Ebben a tantargyban az aramlastan ma mar klasseikuekinthét szemléletmaodjat, a
kontinuum hipotézist és az ehhez illesakeHuler-féle leirast alkalmazzuk. Ez a targyalas
azon alapul, hogy a vizsgalt kdzegeket a fizikesttéolytonosan kitdt kontinuumnak tekint-
juk. Ez a kontinuum a részecske szemlélettel @tbeh folytonos, részei végtelen kicsik
(infinitezimalisan kicsik) és ezért viselkedésdajuonsagai tobbnyire folytonos fliggvények
segitségével irhatdk le. A legfontosabb fliggvéniyaKkenti tablazatban foglaltuk 6ssze:

Ebben a jegyzetbendthl fliggé potencial nem fordul & Hasonl6képpen e jegyzet csak
az idtol fuggetlen, sikaramlasokra vonatkozo aramfiiggviékgiefoglalkozik.

A mechanika mas terlletein és esetenként az astank#an is felmeril a Lagrange féle
mozgas-leirds leh&tége. Ebben az esetben egyes testek — az ararnistiamonféle érte-
lemben hasznalt részecskék — mozgasat vizsgalpla &emléletmod magatol eddd, ha
csak kevés testet kell vizsgalni (pl. az égi medteategegyszdibb feladataiban), de hatva-
nyozottan fokozodd nehézségekkel jar, ha a tes@kzécskék) szama novekszik. Ezzel
egyutt egyes esetekben, a modern eszkdzok birtok&ba nehézség letgheth — a korszdr
aramlastanban elfordulnak ilyen szemléletmodbanohdetf feladatok is.



2. Matematikai segédeszkozok -6 -

Az aramlastanban — a fizika sok méas agahoz haaoridhagy szerepet jatszik a Hamilton
féle nabla operator. A nabla operatort a kdvetkerodon szokas meghatarozni:

9

0X

2.1

O =|— |; illetve sorvektorként(]" = i i 9 (2.1)
oX 0y 0z

A nabla operator segitségével végrehajthatd nétemgramlastanban igen gyakran szik-
séges differencidlas. Skalar-vektor figgvényre lalkava a vizsgalt mennyiségyadiens
vektorat kapjuk. Tekintsik példaként a nyomast:

_ﬂ_
0 X

grad p=@:Dp: 9p ; 2:2)
or oy
op
[0z

A nyomas gradiense — példaul — megmutatja a nyaalészas iranyat €s nagysagat.
Masrészt az eredetileg skalar mennyigédgbulladrend: tenzor) vektort (els rendi tenzort)
allit els.

A nabla operatort vektor-vektor fliggvényekre hd@enmodon alkalmazhatjuk. Az éls
maod a skalar vagy béiszorzat alkalmazasadavergenciaszamitasahoz vezet:

0 0 a}cx

~ v Ly I ac
divc:DTc={6x dy 0z 296,95 ,9¢, .

?_ax oy o0z’ (2.3)

Z

A fenti szamolasban a sebesség vektor, vagy atpxes (eldrendi) tenzor divergencia-
jat hataroztuk meg. Tovabbi példaként szamitsuk fidszilltség tenzor divergenciajat. Ebben
az esetben — kissé nagyvonalltan eljarva — tekiktgliattol, hogy ez a szorzat nem kommu-
tativ — a kdvetkez eredményre jutunk:

_ a B _ao-xx al'xy aTxZ_
— + +
o 1 71 0Xx ox o0y 0z
wooyo or, 9o, Or
leH:HD: Tyx O'yy Tyz i = yx+ yy+ yz :
oy| | 0x 0y o0z (2.4)
sz sz Uzz
i arzx+aTZy+aa-zz
| 0z] | ax 0y 0z |




2. Matematikai segédeszkozok

Ennél a szamolasnal a két-indexes tenzorbdl edgxies tenzort, vektort kaptunk. A di-
vergencia szamitas tehat a tenzorok index-szamakaga.

A masodik lehdiségként, a vektori szorzat alkalmazasavabtacidt szamitjuk ki. Ez,

Descartes féle, deréksZbgoordinata rendszerben az alabbi determinanstés@yel lehetsé-
ges:

- _ _acz_acy_
i Kk 9y dz
rotc =0xc = i i i = aCX_% .
Ox 0y dz| |0z 9 x| (2.5)
& ¢ G |96 dc,
[9x ay]

A rotacio — ami egyébként fizikai jelentése szeaiinelyi szogsebesség kétszerese — ismét
vektor mennyiség, ebben az esetben a differenai@idsvaltoztatja meg a tenzor rendjét.

Harmadszorra tekintsiik a diadikus vagy &iggorzattal szamithatierivalt tenzort

[0c, dc, oc |
c 3 3 5 oX 0y 0z
- | ==, =—, =—| |dc, dc, ac (2.6)
D=col =|C,|o|0X 0y 02z|= y y y .
Cy oX 0y 0z
’ dc, dc, ac,
| 0X dy 02

Ez a niivelet egy-indexes tenzorbdl két-indexes tenzoit @bb. A tenzor voltat elnevezé-
sével is hangsulyozo derivalt tenzor (kétindexegae) igen jeleriis szerepet kap az aramlas-
tanban. (Hasonl6an fontos a feszlltség — szintBndexes — tenzor.)

A nabla operator 6nmagaval vett skalar szorzayaskglar operatort, a Laplace operatort
szolgéltatja:

DTD:A:|:62 02 62i|

4
x> 0y 07 (2.7)

A differencialasi miveletek lezarasaként felirunk néhany, magasabhiréifigrencialas-
ra vonatkoz6 azonossagot:

rot (grad p) =0x(0 p)=0; (2.8)
div(rotc)=0(0xc) =0; (2.9)
div(grad p)=0" (0 p) =4 p; (2.10)
Ac = grad (divc) - rot (rotc) (2.11)

Ezeket az azonossagokat példaul szamolassaldbbseirizni. Ajanlatos ezt — a fenti is-
meretek gyakorlasanak érdekében — 6nalléan elvédezrel a témakaorrel egyébként, meg-
felel6 szinvonalon a [21] vagy [22] — ilideg mas, hasonld irodalmiiiroglalkozik.



2. Matematikai segédeszkozok

A tovabbi, ebben az &das vazlatban @&brduld aramlastani ismeretek elsajatitasahoz
szikség van még két integral tételre. Tekintslékélst a Gauss-Osztrogradszkij tételt:

[cdA=[divcdv és [ mdA=] diT dy; (2.12)
(A) v (A v

Ebben a tételben egy egyszeresen 6sszéfiggt fellletet kell kijel6In{A) — az integra-
last mindkét esetben erre a fellletre, illetve deliéet altal kijel6lt terfogatrdV) kell elvé-
gezni. Csak megjegyezzilk, hogy a fent példakéreimutatott (2.12)-ben, a bal oldali
kifejezés a térfogat-aramot, a jobb oldali kifeeaz ered fellleti et jelenti.

A masik integrél-tétel a Stokes tétel:
[ﬁcds= J' rotcdA; (2.13)
(A)

A cirkul&ciot (jele:l') egyébként éppen a fent megadott, Stokes tétebltali tagjanak
felhasznalasaval szokas definialni:

F:chds; (2.14)

A matematikai dsszefoglaldé csak nagyon révidetdgsiren, a leglényegesebb ismerete-
ket foglalja 0ssze. Ezek az eszkdzok —&élegyakorlas hijan — elrejthetik az dramlastani
anyag fizikai mondanivalojat. Ugyanakkor, megfélskinten elsajatitvéket kbénnyen atlat-
hatdva, egyszéveé teszik a tananyag elsajatitasat. Vagyis: ezekmedszk6zoknek az elsaja-
titdsa, készség szinten toiéalkalmazasa nagyon fontos. Viszont ezt senki mask a
hallgatd teheti meg, neki kell Ugy tanulnia, hogmatematika ne akadaly, hanem segitség
legyen.



3. A térerosseg es a potencialos @erekben értelmezheé potencial -9-

Az altalanos fizikai ismeretek felfrissitésekéneéghatarozzuk #érerdsségfogalmat: a
térebsség valamely étérben (esetlinkben: nehézségi, tehetetlenségirifugatis vagy
Coriolis ebtér) elhelyezked, egységnyi tomegre hatder

g[N/kg];

leps edtér ered téreBssegeét jelenti. Dimenzidjat gyakran gyorsulas-din@ent adjak
meg, ez nem helytelen, de a tésmeg fizikai tartalméara a fenti dimenzié jobban uén

Amennyiben egy étérnek létezik (skalarpotencigja (U =U (r)— skalar-vektor fugg-
vény), akkor ebtl a potencialbol a térésség az alabbi médon szamolhato:

g=-graduU ; (3.1)

A potencial létezésének szikséges és elégsédéselfml hogy az étér térefssége
rotaciomentes legyerA potencialos vagy konzervativoserekben a potencial a téfsség
ellenében végzewdnunkaként szamithato:

B
Ug-U, =~ g'ds; (3.2)

A (3.2) kifejezés alapjan belathato a fizikdbdligmert tény, ami szerint a potencial ab-
szolut értéeke nem fontos, illetve nem is ismertszamitasokban csak a potencial-kilénbség
jatszik szerepet.

Az aramlastan feladatokban a leggyakrabban a ségéz tehetetlenségi és a centrifuga-
lis ertér fordul eb, mint potencialos étér. Nem potencialos &érre tipikus példa az itt nem
részletezett Coriolis étér.

A nehézségi étér potencidlja (feltéve, hogy a nehézségtartéreb6ssegével — e térés-
seget itt g, -nel jeloljuk — parhuzamos a ,z” tengely; egysmer fogalmazva, a ,z” tengely

fuggoleges):
U=+ gn Z (3.3)

A fenti kifejezést egyszéen egységnyi tomeg helyzeti energiajanak is neveédkekjel
pozitiv, ha a noveky ,z” értékekhez noveky helyzeti energia tartozik: vagyis, ha a ,z” ten-
gely felfele mutat. A fent leirtak szerint a potéha téreésség ellenében végzett munka: mi-
vel ebben az esetben a tésmég lefele mutat, a munkat ellene éppen a feffelegatassal
végezzik. Masrészt, matematikailag a vizsgalt efigibzitiv ebjel a (3.2) formalis kiszami-
tasédbdl is kdvetkezik.

Negativ lesz a nehézségbr potencidl kifejezésénekogle akkor, ha a ,z” tengely le-
fele mutat. Ekkor az egyre magasabban elhelygreied helyzeti energiaja pontosan ugy no-
vekszik, hogy a negativ @eli kifejezésbe negativ @eli (ndvekw abszolut érték) ,z”
koordinatéakat irunk.



3. A térerdsség és a potencidlos erdterekben értelmezhetd potencial

Ez a kis példa azt a nagyon fontos fizikai elggbémutatja, ami szerint egy fizikai jelen-
ség természetesen fiiggetlen a koordinata rendsdasztasatél. Azért meg kell jegyezni,
hogy elengedhetetlen a korrekt szamolas és tertesSsrevannak alkalmas €s nem igazan
alkalmas koordinata rendszerek: alkalmas (j6) véfssal a feladat megoldasa jefsen
megkonnyithei, ellenkesd esetben, nem igazan alkalmas koordinata rendsdasatasa a
feladat megoldasaban akar |églietetlen nehézséget is okozhat!

Masodikként vizsgaljuk a tehetetlenséditeret. Most — az egysZexeg kedvéért — csak
olyan eseteket vizsgalunk, ahol a tehetetlenséggretrereéssége vizszintes. Legyen tovabba
az X" az a vizszintes koordinata tengely, ametgrabsség egyenesével parhuzamos. Ezzel
a tehetetlenségi &er potencialja:

U=z%ax (3.4)

Az altalanos fizikabol ismert, hogy gyorsuld rereiben 1ép fel a tehetetlenségbtér és
ennek téreissége éppen ellentétes a gyorsulassal. A potdaniakifejezésében pedig akkor
kell pozitiv ebjelet hasznalni, ha a tétmség értelme ellentétes az ,x” tengely pozitivyian
tasaval. Ez fizikailag ugy fogalmazhatd, hogy ebberesetben novekv,x” értékekhez no-
vekvo helyzeti energia tartozik. Az @elek valasztasa tehat — értelemfirer— a nehézseégi
erstérnél részletesen bemutatottak szerint kell tggtén

Vizsgaljuk meg végul a centrifugdlisééeret. Ebben az esetben egy olyan polar (henger)
koordinata rendszert kell definialni, melynek ; tengelye a forgasponttdl kifele mutat. Eb-

ben az esetben az egységnyi tomegre hatd centisfags ro’, ezzel a potencial szamitasa
(3.2 szerint):

r’a? (3.5)
2

U :—jr'wzdr' =-
0

A centrifugalis eftérben tehat csak a negativjel hasznélata értelmes, mivel itt a koor-
dinata tengely (y ”) iranyitasa azonos a téésség iranyitasaval: mindkétkifele mutat. A
fenti kifejezés megfelel annak a konvencionak, hagyel a potencial abszollt értéke l1ényeg-
telen, csak a potencial-kilénbség fontos, szokésrdézaz origbban a potencial értekét nulla-
nak valasztjuk. A centrifugalis &ér esetében ez azt is jelenti, hogy a legnagyoléngial (a
forgaspontban, azaz az origéban) nulla, és kitete,r ” tengely mentén csokkémpotencia-
lok egyre kisebb negativ szamok.

A potencialokat szabad 6sszegezni (szuperpon&néyt egy dsszetett feladatban a fenti
harom ebtér egylttes hatasa esetén az alabbisgpetencial-kifejezés hasznalhato:

(3.6)

A fenti kifejezésben — amit szamos feladat meggdfdan kell hasznalni — azglek két
tag esetében hatarozatlanok: azért, mert@el @lttol fligg, hogy a feladatot megold6 személy
milyen koordinata rendszert valaszt. Vagyis — ebdmensetben is — egy-egy feladat megolda-
saban az (alkalmas) koordinata rendszer valasmt@gpgon fontos, és az éléepések egyike
kell legyen.
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3. A térerdsség és a potencidlos erdterekben értelmezhetd potencial

Mintafeladat

Az eterek és ezen belll a potencialoéterek tobb tudomanyterileten jatszanak igen
fontos szerepet — igy az &ramlastanban is igen agghenbéséguk. A gyakorlati problémak-
nal szinte mindig jelen van valamelyo&r — legfeljebb, indokolt esetben elhanyagoljuk az
ertér, ebterek hatasait. Az itt bemutatott példa ugyan neamé&stani példa — az itt kapott
eredmények azonban egyes aramlastani feladatoklddsgmak nélkulozhetetlen részét keé-
pezik. (Itt csak_egyélda kovetkezik, természetesen ezen a példaszéithos mas, fontos
kérdés is feltehét)

Feladat hatarozza meg a gravitacios és centrifugali¢éeregyittes jelenléte esetén ki-
alakuld, ekvipotencialis fellletek egyenletét!

Megoldas els) Iépésben valasszunk koordinata rendszert (3.&):abr

z Ebben a koordinata rendszerben a ,z” tengely a
nehézségi gyorsulas értelmével ellentétesen, éelfel
mutat. A henger koordinata rendszer ,r’ tengelye
pedig a kdzéppontbdl kifele mutat — ennél az iranyi
tasnal a térésség és a tengely pozitiv irAnyitasa

3.1, shra a70N0S.

1447
g A példa hengerszimmetrikus jelenséget vizsgal,
4 igy harmadik tengelyre nincs szikség.

A korabbiakban meghatarozott, altalanos poterkiiéjezés (3.6) erre az esetre egyézer
sitve az alabbi formaban irhat6 fel:

U=+gz-"% (3.7)

Az ekvipotencialis feliletek mentén a potencidbr@do, a keresett egyenletiinket az

U =all.kifejezés hatarozza meg. Tekintsik az egyssay kedvéért 85z06r azt az esetet,
amikor az allandé nulla:

2 2,.2
0=gz-"Y _ =r@ (3.8)
2 29

Altalaban, ha az alland6 nem nulla, akkor a ketedeipotencialis feliiletek egyenletének
altalanos alakja:

2

z=1% | slland¢. (3.9)

29

A kapott egyenlet — (3.9) — sikban parabola, agberkoordinata rendszerben forgasi
paraboloid (felilet). llyen lesz példaul a nehérsggtérben forgod, folyadékot tartalmazoé
edényekben a folyadék felszine (3.2. abra — felthogy a (3.8) kifejezésben az allando érté-
két nullanak valasztjuk).

-11 -



3. A térerdsség és a potencidlos erdterekben értelmezhetd potencial

Tovabbi feladatként szamitsuk ki a 3.2. abr&halé
forgasi paraboloid térfogatat. (Vagyis egysizsr fogal-
mazva az a kérdés, hogy mennyi folyadék oitlaet ab-
ran lathat6 ,edény’-be?)

A konkrétan tekintett esetben a felllet egyenlé
polarszdgil fuggetlen):

2 2,2
s (és H:ij (3.10)
29 29

A teljes térfogatot az elemi henger-térfogatokgnélasaval (6sszegzésével) hatarozhatjuk
meg:

f £ 20/ R 3,2
v :J(;(Z’Trdr)(H —Z):.([(andr)(H _r29 j: ZTJIHr—rzc; Jdr (3.11)

Az integralas elvégzeése utan kapott primitiv figgy, (3.10)-et is figyelembe véve:

2 4, 2R 2 4, 2 2 2
Vean W P& | o yRE_RWY R R HRT (55
2 8g | > &g > 4 2

Arra az érdekes eredményre jutottunk, hogy a ®rparaboloid betstérfogata egy i’
sugara, H” magassagu henger térfogatanak éppen a feléveh#égyz a henger éppen érinti
a forgasi paraboloidot. A térfogat felezése azrjg] hogy ha a paraboloidot eltavolitjuk a
hengerldl, akkor a visszamaradé térfogat éppen annyi leéat a paraboloid befstérfogata
volt. Ezt a tényt szamos hidrostatika feladat meggathan lehet (és kell) alkalmazni.
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4. A derivalt tenzor -13-

A derivalt tenzort a (2.6) egyenlettel hataroztug, bevezetésével a kozeg részecskéinek
merevtestszérelmozdulasait és a deformacioit (hosszvaltozay digtacié és szogtorzulas
vagy disztorzid) irjuk le. A derivalt tenzorta szakirodalomban altalaban alkalmazott médon
— egy szimmetrikuslis) és egy ferdén szimmetrikuB ) tenzor 6sszegére bonthatjuk fel:

oc

D:CoDT=a—r=DS+DA; (4.1)

ahol: Dg = 2 (D + DT) - alakvaltozasi-sebesség tenzornak is nevezzik;

1

és D, = 5 (D - DT) — Orvénytenzornak is nevezzuk.

A fenti felbontas nyilvanval6an koélcsondsen egsiénti. A derivalt tenzor egészében a
konvektiv gyorsulas szamitasaban szerepel. Konwvektirsulas (5.1. és 5.2. abra) szarmaz-
hat merevtestszérforgasbol és szarmazhat deformaciobol. A deriwedizor ferdén szimmet-
rikus része Da) a forgassal kapcsolatos gyorsulas szamitasahidséges. A szogsebesség
értelmezésehez vizsgaljuk a 4.1 abran lathatotégkalapot, illetve annaka valamint o3
szOggel tortéth elfordulasat.

Az el szogelfordulas negativaglet kell kapjon, mivel ott a pozitiv sebességatag
elfordulashoz vezet.

Az abran a_pozitiforgas kovetkeztében
azA pontot idé alatt azA’-be, aB pont
pedig aB'-be mozdul el. Ezek szerint fel-
irhatd, hogy:

5a=—(acxdy5tj/5y; €s:
ay

dc
5ﬂ:(—y§x5tj/5x.
0 X

Az ered szogsebesség szamitasahoz vegyik a két szogtatlagat, osszuk alt -
vel és tekintsik @t = 0 hatérértéket. Ennek a levezetésnek az eredményidvanvaléan-
a szogsebesség™iranyu 6sszetdje lesz:

w =1(9% _0¢.). (4.2)
2 2{ox ay)’

Ezt a gondolatmenetet minden tovabbi nélkil magtiesmételni ax és azy tengely ko-
ruli szégsebesseg Osszeikne is. Mindéssze a jobbsodrasu koordinata rendkben értel-
mezett pozitiv elfordulasi iranyt kell szendiltartani. Végeredményben a szogsebességre a
kovetked kifejezést kapjuk:
(oc,/ay-ac,/az)i2 .
o=|(@c/0z-dc,/ox)/2 |==rotc; (4.3)
(0c,/ox-ac,/ay)i2



4. A derivilt tenzor

(4.3) felirasakor figyelembe véve (2.5)-6t megkapjuk a szbgsebesség és a sebességter
rotacioja k6zotti kapcsolatot: a sebességter rofae kontinuum helyi szogsebességének két-
szerese. Ezt a rotaciot egyes esetekben drvényessignevezik.

Szamitsuk ki a derivalt tenzor ferdén szimmetril@szét, illetve ennek a sebességgel vald
szorzatat. Ekkor a kdvetkézredmeényre jutunk:

D,C=oxC; (4.4)

A derivalt tenzor ferdén szimmetrikus részévetéfir szorzas tehat azonos a szégsebes-
seggel balrol torteéhvektori szorzassal, ezért nevezzZDk-t drvénytenzornak (is). Ha a fenti
szorzatba a szogsebesseg helyére a rotacio vébdrtakkor az altalanos mechanikabal jol
ismert, Coriolis gyorsulas kifejezéséhez jutunk:

a. =rotcxc=2@xc; (4.5)

A derivalt tenzor masik, szimmetrikus részének) — mivel a konvektiv gyorsulas merev
testszel mozgasbol és deforméaciokbol szarmazik fizikai tartalma a deformaciokkal kell
kapcsolatos legyen, ezért is nevezzik ezt a régptiealakvaltozasi-sebesség tenzornak. Te-
kintsuk ebszor a hosszvéltozéastazaz a dilataciot.

A 4.2. abran feltlinteteth pontJdt id6 alatt
az A’-be, aB pont pedig &'-be mozdul el.
Az x és azy tengely mentén bekovetkgz

hosszvaltozas:
k2. 3bra o, = oc, OXot; és:
0 X
J0,=—20ydt

A ,z" tengely menti hosszvaltozas értelemsear a fenti kifejezésekhez hasonléan irhaté
fel. Osszuk el a fenti kifejezéseket rendre-szel, d y-nal és a tengely menti hosszvaltozas
kifejezésétd z -vel; ezek lesznek a fajlagos (relativ) hosszvalsok.

Szamitsuk ki a hosszvaltozasi sebességeket (szafign adt - vel vald osztas és at
tart nulldhoz hataratmenet képzését jelenti):
— acx S acy S aCz .

o -y =—2-5 :
“ax Y oy * 0z (4.6)

Tekintsik masodszorra a szogtorzulast, a disztorzi

ac, i
Oy,=| —0x0t|ldX; és:
0 X

5y2:@‘3x 5y5tj/5y.
y
Cy+a—)Z5X Ezek 6sszege:

5y = %+& ot
X Yo lay ax
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4. A derivilt tenzor

A 4.3. abran feltlinteteft pont dt idé alatt azA’-be, aB pont pedig &8'-be mozdul el. A
»Z" tengely koruli szégtorzulas a két része.

A szdgtorzulasok a sebesség valtozasnak megfelgellel rendelkeznek, ezért keiket
osszegezni. Az xy” index pedig azt fejezi ki, hogy ez a szogtorzidasx-y” sikban jon lét-
re. A szogtorzulasi sebességelitavel vald osztas ésat = 0 hatarérték-képzés utan kapjuk.

irjuk fel mindharom, lehetséges szdgtorzulasi seéeget:

jo= [0, 0% )., (06 0., (96 0c ). C)
Y loy o0x dz 9X Y dz 4y
Hatarozzuk meg a derivalt tenzor szimmetrikusétsz
acx 1 %-{—& LL %+% _5‘ yxy yxz_
0 X 20y dx) 2\dz 0X x o o
S |2lax ady oy 200z avy 2 7 2]
1(dc, ,dc | 1fac, Oc dc Yoo Yoy 5
- z 4 X = z 4 y 4 2 2 z
12\0x 0z) 2\0y 0z 0 z | L J

Vagyis a (4.8) kifejezéssel adott tenzor réséaldjaban a hosszvaltozasi sebességeket, a
tovabbi elemeiben pedig a szogtorzulasi sebessttgtamazza. A szdgtorzuldsi sebességek
indexeinek felcserélése az adott dsszeg tagjaielkedrélést jelenti, ezért ezek az elemek
azonosak, vagyis az igy felirt tenzor valoban szitnikus.

Hatarozzuk meg az alakvaltozasi-sebesség tefiatolheli elemei dsszegének fizikai tar-
talmat. Szamitsuk ki ezért azsb példakban szerefyl dx, oy €sd z élhosszusagu téglatest
térfogat valtozasanak sebességét. Hatarozzuk résrpela térfogat valtozast:

A(ov)=[ox+ alox)lloy+ alay)lloz+ aloZ)]-oxayaz; (4.9)

Hagyjuk el a masod- és harmadréea kicsi tagokat és osszuk el az egyenlet mindkét o
dalat a kiindul6 térfogattal:
A(ov)_A(ex), A(dy), Alo2) (4.10)

oV O X oy 0z

A fenti egyenlet mindkét oldalat osszukdd -vel és szamitsuk ki &t = 0 hataratmene-
tet. A jobb oldalon rendre az egyes relativ hodsaxasi sebességek jelennek meg, a vég-
eredmény a kovetkédesz:

dc, , O¢ 2 =[0" ¢ =divc; (4.11)
ox dy 0z

Eszerint tehét a relativ térfogat valtozasi sedggsami a derivalt tenzor szimmetrikus ré-
szének datldjaban allé elemeinek 6sszege, éppen a sebésséigit pontban vett divergenci-
ajaval egyerd. A derivalt tenzor szimmetrikus részének tobbimee a szogtorzulasi
sebességek, a kixbiekben- méas alkalmazédsok melletta surloédas targyaldsaban, a feszilt-
ség tenzor felirdsaban jatszik majd ddseerepet.
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4. A derivilt tenzor

Mintafeladat

Az az aramlastan kurzus, amely szadmara ezéad@ vazlat készllt, beveggtllege mi-
att nem targyalja, nem targyalhatja elegentelységben a derivalt tenzorral kapcsolatos is-
mereteket — ezért gyakorlati feladatra nem érdepwdat bemutatni. Eff a teriletél
elméleti kérdések szarmazhatnak, azok is — altalaba gyorsulassal kapcsolatban fordulnak
elé, vagyis a megvalaszolasukhoz maspkés (pl. az 5. fejezet) ismertetett tananyag ikszi
séges. Egy példaMutassa meg: mely gyorsulasformaban és hol fortillaeszogtorzulasi

sebesség?

Erre és az ehhez hasonl6 kérdésekre a valaszt kel sziikséges kidolgozni, mivel az a
leirt elméleti anyagban megtalalhatd. Ez egyébkéiataban is igaz: az elméleti kérdésekre
adando valaszok legalabb elemeiben megtalalhajégyzetben — legfeljebb ezen elemek a
jegyzetbl kicsit eltés kombinaciojarol lehet szo.

A tananyag irant meélyebben, a vizsgakovetelményedkimerben érdekdds hallgatok

ezekbl a kérdésekil b6séges ismereteket altaldban az irodalomjegyzélddsordlt munkak-
ban, feladatokat a [7] példatar 12. ,Kinematikahtifejezetében talalhatnak.
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5. Kinematika -17 -

Az aramlastan egyik nagyon fontos bevé#ejezete a kinematika. Ebben agaglas vaz-
latban csak az Euler féle szemléletmdddal foglalkéz Ebben az esetben egy sebesség-teret
adunk meg, amely a teret folytonosan kéiddontinuum sebességét irja le:

c=c(rt); (5.1)

Az aramvonala sebességmézektorainak egy, adott pillanatban vett burkoldhbge -
az aramvonal ivelemmallg) tehat a sebesség vektor parhuzamos, azaz:

cxds=0; (5.2)

Az (5.2)-beli vektor szorzat kifejtése alapjan @éapithatjuk, hogy a sebesség 6sszete-
vok és a megfelélivelem 6sszeték aranya a kdvetkéz

C,:C,:c, =dx:dy:dz; (5.3)

A palyavonalegy (kijelolt) elemi folyadékrészecske Utja. Iitieg a kontinuum egy ele-
mi részecskéjét van sz6, aminek a mérete téieges pozitiv szamnal is kisebb, vagyis ez
egy matematikai értelemben infinitezimalis részecdkevésbé pontosan néha a tényleges
fizikai részecske Gtjat is palyavonalnak nevezik.

A nyomvonalaz a vonal, amely mentén, egy pillanatban a tgragigtt pontjan addig at-
haladt (elemi) részecskék sorakoznak. llyen vondtaatunk pl. egy szélcsatorna vizsgéalat
esetében, amikor az aramlasba egy ponton flistétiuekz be.

Az aram-, palya- és nyomvonal stacionarius aramé@sében olyan aramlasban, ahol a
sebesség az dben nem valtozik- azonos. Az aramlasok stacioneritasa vadjalidsaga
fugghet a megfigyél nédpontjatdl (a vizsgalathoz felvett koordinata reredtit). A vizsga-
latokhoz szikséges koordinata rendszert tehat fgitelemmel érdemes kivalasztani.

Amennyiben az (5.1) kifejezéssel adott sebességtér egy-egy pontjahoz pontosan egy
sebességet rendel, akkor a tér ezen pontjaibatészdgy és csak egy aramvonal haladhat at;
azokban a pontokban, ahol a sebesség toblieti#k aramvonalat is talalunk. Ezeket a pon-
tokat szingularis pontoknak nevezzik. llyen szingularis pont példégy forrds vagy egy
nyeld, ahol végtelen sok sebesség és aramvonal értedieZkz aramvonalak esetenként
aramfellleteket vagy aramcsoéveket alkothatnazeket kinematikai alakzatoknak is nevez-
zuk. Sikaramlasok és egyméra@ramlasok esetében az aramvonalak alkalmazasamégy
tos és érdekes eredményekre vezet.

Az Orvényesse@ sebesseégtér rotacioja, meghatarozasa az altaltad&ban alkalmazott
Descartes féle derékszboggoordinata rendszerben (2.5) szerint lehetségest#cio, amint
azt az elnevezése is mutatja, a folyadéktér foxghdéapcsolatos mennyiség (a pillanatnyi
szogsebesség kétszerese). Az dramvonalhoz haspakidat a vonalakat, amelyek egy adott
pillanatban az drvényesség burkolé gorbéi, érvéngimak nevezzik ekkor tehat az orve-
nyesség parhuzamos az drvényvonal ivelem vektoraval

rotc xds=0; (5.4)
Az orvényvonalakbot az aramvonalakhoz hasonléardrvényfelileteket €s 6rvénycso-

veket lehet dsszedllitani. Ez utdbbi alakzatokderszerepet jatszanak az drvénytételek meg-
fogalmazéasanal, illetve bizonyitasanal.



5. Kinematika

Az (5.1) tipusu sebességtér egy, altalaban tééseibben valtozo fizikai teret ad meg,
azaz a sebesség a hely és éZidjgvénye; a gyorsulasok meghatarozasanal alletrei idd
szerinti megvaltozasat valamint ezek 6sszegétfiggielembe venni. A térbeli valtozas alap-
jan szamitott derivaltat idegen széval konvektvidébeli valtozas alapjan szamolt derivaltat
lokdlis, a ketd 6sszegét teljes, totalis vagy szubsztancialisggyésnak nevezzik el. Tekin-
tettel arra, hogy az Euler féle targyalasmddbadzegek tovabbi jellendi (nyomas, 8riiség,
hémérséklet stb.) szintén fizikai méa@nt adottak, a sebesség valtozasaval kapcsolathan
megallapitasok altalanosithatok. Ezek a sebestégtérasonloan lokalis, konvektiv és teljes
derivaltakkal rendelkeznek. A lokalis és konveldarivalt rogzitett helyen illetve éghontban
tekintend, igy ezek a kbézeggel nem mozognak egyidrzek nyitott rendszerre vonatkoznak.
Ezzel szemben a teljes derivalt a kbzeg egy p@ntjdnatkozik, vagyis egyuttmozgo, azaz
zart rendszerre vonatkozo derivaltat jelent. Eméktezik még anyagi-, vagy materialis deri-
valtnak is.

A sebesség iidszerinti megvaltozasateljes gyorsulasz alabbi modon irhato fel:

dc—ﬂ:+acc—ac (coDT) :%:+ Dc; (5.5)

Az (5.5) kifejezésben, a mésodik egyedgjel utani masodik tagban, a zardjelben a sebes-
ség és a nabla vektor-operator diadikus szorzatasel, ezt derivalt tenzornak nevezzik (je-
le a ,D” beti). Bevezetése a konvektiv gyorsulas elemeinek dizértelmezését teszi
szemléletesse; a kozeg-részek forgasara és deiodjarac/onatkozo, korabban bemutatott (4.
fejezetben) informaciokat hordozza. Az (5.5) eggealdja meg tehat a kdzeg gyorsulasait: a
bal oldalon aeljes totélis vagy szubsztancialigyorsulas all, a jobb oldalak mindegyikében
az el$ tag alokalis, a masodik &onvektivgyorsulas.

Ezek a gyorsulas-tipusok eltérnek a merev tesedhanikajaban szerépyyorsulasoktol,
ezért fizikai értelmezésuk céljabdl nehany példatatunk be. Lokalis gyorsulas akkor léte-
zik, ha a sebesség egy pontban, ézidgvényében valtozik. Tipikus példa erre egy kaza
szonként alland6 keresztmetdpetHvezetek, amelyben éthen valtozé folyadékmennyiség
halad (pl. vizvezeték stb.) A lokalis gyorsulastaeegy adott helyen, valamelgst + At pil-
lanatban mért sebességklilonbséggel szemléltethetjik

A konvektiv gyorsulas a sebesség iranyanaky vag
nagysaganak adott pillanatbeli megvaltozasabolnszar
zik. Az 5.1. abran a sebesség iranyvaltozasa tigyel

51 3bea meg: a konyokasben (az egyéb valtozasoktdl most elte-
kintve) a sebesség iranya a beléfiéstkilépésig, pontrol
pontra valtozik.

A sebesség abszolut értékének - a sebesség naggkagaltozasara szemléletes példa
egy sxkulé (konfazor) vagy bvils (diffazor) csidombeli, idbben allandosult aramlas.
Ezekben a éddomokban a sebesség iranya a kézépvonal mentérvakozik, a nagysaga
azonban- az 5.2. abra tanusaga szefingen. Konvektiv gyorsulas ezen a két, igen leegysz
rasitett példan kivil természetesen mas esetbetregie

A teljes, totdlis vagy szubsztancialis gyorsuda

L __eddig bemutatott, keétfele gyorsulas Gsszege (ha az
5.2. 3bra egyik gyorsulastipus nulla, akkor a teljes gyorsula

azonos a masik, nem nulla gyorsulas-résszel).
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5. Kinematika

A palyavonal egy, kijelolt részecske utja. A payaalhoz rendelhétaz érind (e), a
normalis () és a binormalish) egység-vektorbdl allé kisétrieder. Ezek jobb rendszert al-
kotnak. A tovabbiakban szoritkozzunk azatd (stacionarius) aramlasok esetére. Ekkor
egyébként az aramvonal, a palyavonal és a nyomazoaios.

A kiséb trieder altal kifeszitett koordina-
ta rendszer alkalmazéasa azért jelent egysze-
risitést, mert ebben a rendszerben a
sebesség érifitiranyd, a masik két dsszete-
véje azonosan nulla. A stacioneritas miatt
csak konvektiv gyorsulas létezik és a
konvektiv gyorsulasnak is csak éfinés
normalis iranyd 0Osszetée van, a
binormalis irAnyban gyorsulas sincs.

5.3. 3bra

Az érin® iranyu konvektiv gyorsulas, a sebességgel, maltsknennyiséggel szamolva:

8, =c2C. (5.6)

A konvektiv gyorsulas masik dsszeifva palya gorbileték is fligg centripetalis gyor-
sulas, ennek az altalanos mechanikabdl ismertaalak]

C2
4= 5.7)

Az aramlastanban konvektiv gyorsulagobbféle alakjat hasznaljuk. A kovetkidében

talan a legelterjedtebben hasznalt alakot vezdtgilBontsuk fel a derivalt tenzort a kdvetke-
z6 modon:

D=D"+([D-D"); (5.8)

A felirds helyessége nyilvanvalé. A konvektiv gudést a sebesség és a derivalt tenzor
szorzata szolgaltatja. Szorozzuk a fenti egyenlah pldalanak etstagjat a sebességgel:

dc ac ac, |
Xc +—Y ¢ 42 YV (22, 2
9 X X 9 X y OXCZ aX(CX+Cy+CZ)

ac ac ac 1| o c'c c? (5.9)
DT c= X c o+ yC + Z =— | — + + =grad| — | = rad_;

oy * ady ’ aycZ 20y((i S éz) J (Zj J 2

9C ¢ L ¢ +9C i(cf+c§+cf)

9z * 0z’ azCZ_ |0z ]

Az (5.9) egyenlet jobb oldalancic szorzatot hagyoméanyosafinek szokés irni; a skala-
ris vagy bel§ szorzattal tortéh feliras kdzvetlentl mutatja a sebességvektor reignek ki-

szamitasi modjat. A sebesség négyzetének gradiepsiElaul a Bernoulli egyenlet
levezetésekor hasznaljuk majd fel.

A (D - DT) Cc jelentése (egyszéiszamolassal ellénizhe®):

(D—DT)c:rotcxc; (5.10)
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5. Kinematika

Ezt a szorzatot forditott sorrendben szokas felirogy zarojel nélkdl is rogton latni le-
hessen: a rotacio operator a sebességre vonatkozikalis vagy szubsztancialis gyorsulas
igen gyakran alkalmazott alakja tehat a koveikesz:

dc adc c?
—=—+grad| — |—cxrotc; A1
dt ot 9 (2) (5.11)

A totélis gyorsulagehat adokalis gyorsulaqa jobb oldal el$ tagja) és &onvektiv gyor-
sulas(a jobb oldal masodik és harmadik tagja) 0sszegeygtnb.

Mintafeladat

A kinematika az aramlastan fontos fejezete, nagglenttsége a gyakorlati feladatok
megoldasaban is. Ennek az aramlastan kurzusnaglétass@igai miattoként elméleti kérdé-
sek adddnak eft a teriilet6l. Példaként tekintstk a kdvetkiekérdést:

Milyen gyorsulés fajtdkat ismer? Hatarozza megkeeezor-, vektor formaban tortén
szamitasanak maodjat! Mutasson ra ezek fizikai ltadea, kiloénos tekintettel egy-egy re-
szecske lehetséges mozgéasformaira.

Ennek a feladatnak a konkrét megoldasat kilon isemartetjik, hiszen a feltett kérdések-
re adando valasz a korabbi anyagban olvashatoeladat mindéssze a valasz elemeinek
0sszegyiijtése.

A tananyag irant meélyebben, a vizsgakovetelményedkiémerben érdekdds hallgatok
ilyen tipusu feladatokat a [7] példatar 12. ,Kindika’ cimii fejezetében talalhatnak.
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6. A mérleg-egyenlet (transzport egyenlet) -21-

A fizika megmaradasi elveit zart rendszerekre mahndi. Ezzel szemben a mérndki gya-
korlatban meglehésen ritka a valamilyen értelemben (pl. anyag, msagnnyiség, energia
vagy perdilet atadas szempontjabdl) zart rendézeranszport- vagy merleg-egyenlet segit-
ségével, a rendszerhatarokon &ilépramok (pl. anyag, mozgasmennyiség, energia vagy
perdilet aram) figyelembe vételével nyilt rendskeras felirhatok a megmaradasi elveken
alapulé egyenletek. Ezek a matematikai egyenlagksgikségesek a modellezérifizikai
folyamatok leirasahoz.

Tekintstink egy, egyszeresen 0sszefiigagurt térfogatotV ), amelyet azA feliilet hata-
rol. A mérleg egyenlet integral alakja a kdvetkezppen irhato:

—jf( tdv = jaf(r t)a|v+j f(,cTdA = jo( f dv (6.1)
ahol.

f (r ’t) — skalar-vektor fuggvény (pl. a folyadékrgsége, stb.);

ij’ f(r,t)dv — aVvizsgaltintenziv jelleniz( f (r,t))ido szerinti teljes, totalis
dt vagy szubsztancidlis megvaltozasa, a taljéslett;

J‘ 9 f(r,t) dv — avizsgaltintenziv jellentz( f (r,t)) lokalis vagy id szerinti

v ot megvaltozasa, a teljdsfelett;

J. f(r,)c"dA  _ avizsgalt intenziv jelleniz( f (r,t)) konvektiv vagy hely sze-
" rinti megvaltozasa (rogzitett pillanatban), a ®Yfdelett;

j q(r,t)dv — avizsgalt térfogatban ko ds forrasok hatasa.

\Y

(A c' szimbolum a sebesség transzponaltjat jelentivélet sebesség transz-
pondltja és az itt réviden vektornak jeldlt feléletm — amely pontosabban a
fellletelem és a felllet normal vektoranak szorzatakalaris vagy bebs
szorzatét jeloli.)

A Gauss-Osztrogradszkij tétel segitségével a gértlagy transzport egyenlet integral
alakja a kovetkgz modon alakithato at agy, hogy benne mar csakdationtegralok szere-
peljenek:

—jf( tydv = jaf(r Y

v+j di fe, ic) dv:j ¢, 3 d\ (6.2)

Mivel az integralasi tartomény a fent kimondottételeken tul tetsileges, azért az integ-
ralando fliggvenyeknek kell egyénkk lenni, ezzel a mérleg- vagy transzport-egyenldit-
ferencidlegyenlet alakjaban kapjuk:

df(r,t)_of(,t)
dt ot

+div( f(r,t)c) =q(r,t) (6.3)

A transzport vagy mérleg egyenlet olyan elméletpagyenlet, melyre — e kurzus kereté-
ben — legfeljebb elméleti kérdés iranyulhat.



7. A fizika megmaradasi elvei — az aramlastanban -22 -

A fizika altalunk vizsgalt teriletét, az aramladtaz anyag-, mozgasmennyiség-, energia-
és a perdilet megmaradas elvére épitjuk fel. Elmgdos, korrekt ismerte tehat nélkilézhetet-
len. Ez a korrekt ismeret a kbvetkenégy elembl all:

— a szoban forgod egyenlet hibatlan ismerete;

— annak a megmaradasi elvnek, illetve teljestléswkién formajanak ismerete, amelyre a
szoban forgo egyenlet éplil;

— az egyenlet tagjainak fizikai értelmezése — nizikdi jelentése az egyes tagoknak;

— a szbban forgd egyenlet érvényességi feltételasmkrete.

Az anyag megmaradasak elve (6.1) szerint irhaté fel, mindéssze aal&ios, f”
flggvény helyére aisiiséget kell beirnunk:

%i p(r,t)dV=I%—’de+J;ch dA=£ qr, § dv (7.1)

\%

A (7.1) egyenlet az anyag megmaradas elvén a&ptdljesen altalanos — vagyis nincs az
ervéenyességeét korlatozo feltétel. Bal oldaM &erfogatban elhelyezkéddmeg idbeli teljes
megvaltozasat fejezi ki. Ezt felbontjuk a lokal&@tezas (a valasztott térfogatbeli tomegvalto-
z4s) és konvektiv valtozas (a valasztott térfodatbdés belép tomegaramok dsszessége)
0sszegére. A jobb oldal (a harmadik tag) pedigraatdja ki, hogy ez a megvaltozas a kelet-
kezo vagy eltin6 anyag mennyiségével egyénlHa olyan folyamatokat vizsgalunk, ahol
nincs sem keletkéz sem eliné anyag Q(r,t) =0), tovabba rogtdn a teljes megvaltozas loka-

lis és konvektiv 0sszetére bontott alakjat tekintjuk, akkor a kovetkegfejezést kapjuk:

p T
—dV+| pc dA=0 :
JSrav+] e (7.2)

\Y

Ha a diriiség az idben nem valtozik, akkor (7.2) bal oldali &ls&gja nulla lesz. Szamol-
junk tovabba atlagsebességekkel és legyenek exéakasztott felliletekre mélegesek — ak-
kor egy aramaski (K) és belép (B) fellletére kapjuk:

OsCeAs = PG A= Im= &l vagy g = all esetben ,c,A A & . (7.3)

Ezek a folytonossag torvényének jol ismert éslaitzsan hasznalt alakjai, illetve ezek
integral egyenletek. A folytonossag torvenyét defecial-egyenletként is felirhatjuk:

00 : _ p, . _
J'EdV{Vf div(pc) dv=0 = E+ dipc)=0 (7.4)

\

Fizikai szempontbdl a lokalis tag a valasztottagatbeli tomegvaltozast (vagy a differen-
cial egyenletnél az egységnyi térfogatbeli tomegzaist) jelenti. A konvektiv tag pedig a ki-
és belép tomegeket hatarozza meg. A folytonossag torvéryégfontosabb érvényességi
feltétele a (7.2) kifejezésitkezdbdéen az, hogy az aramlasban ne legyen sem forraspgem
16.

A mozgasmennyiség megmaradésk elve szintén (6.1) szerint irhat6 fel. Mivehaz-
gasmennyiség vektor, ezért a harom dssaetefelirt transzport egyenletet 6sszefogva a ko-
vetket irhatjuk:



7. A fizika megmaradisi elvei — az dramldstanban

—J' o(r,tc @ ,t)dv = J-a,oc V+J'c,ocT dA =>F (7.5)

Vagyis a mozgasmennyiségoéeyyseégre €s teljes megvaltozdsa — ami a lokalis és
konvektiv valtozas dsszegeként irhato fel — edyarivalasztotl térfogatbeli kbzegre hato
kilsé eok eredjével (6sszegével).

Az altalunk vizsgalt korben fellleti és térfogaibk értelmezhdik. Ezen tul, véges térfo-
gat esetén éfordulhat idegen test is a térfogatban (az élieh felleten belll). Ezek szerint
a kil ersk a kovetkedképpen irhatok:

z.::j ndA+jpgdv+|::j HdA+jpg dv-T (7.6)
(A) v (A v

A fenti kifejezés jobb oldalanak élsagja a fellileti €, a masodik tag a térfogaticeés a
harmadik tag az elsesetben az idegen test folyadékra gyakorolt éieje illetve a masodik
esetben a testre gyakorol6 i ), amely e a folyadékra haté émreakcio ereje — ezt mutatja
a negativ dljel. Ezen a helyen (is) hangsulyozzuk, hogy egyareiiennyiség éjele mindig
fizikai tartalmat hordoz: jelen esetbernTalétti negativ ebjel azt jelenti, hogy ez egy reakcid
ero.

Az ugynevezett ,impulzus tétel” gyakorlati szamsiakra hasznalatos alakja a (7.7) egyen-
let. A bal oldalon a stacionarius, legfeljebb kvétacionarius aramlasokra érvényegemly-
ségre e$ mozgasmennyiség valtozas konvektiv része all. bb joldalon az ets két tag a
fellleti eoket jelenti. Idealis kbozegre a fesziltség tenzoisegrien irhato:I1,, =-pE, va-

gyis csak a nyomast tartalmazza. A negatdjeebzt fejezi ki, hogy a fellleti normalis kifele
mutat, a nyomasbol szarmazé ezzel ellentétesen, befelé mutat — ez a felliték elss tag-
ja. A masodik tag $) a surlédasbol szarmazdaskrosszefoglaldo formaja. A harmadik, térfo-
gati integral a térfogati éket jelenti — ez gyakran (de nem mindig) a nehézeég A
negyedik tag az ellénzé fellleten belll elhelyezkéddegen testre hatdder

J.CpCTdA:—J. pdA+S+J-png—T (7.7)
) (A) v

Az impulzus tételt igen gyakran idealis kozegyjekifel, ebben az esetben az alabbi, igen
gyakran hasznélt alakot kapjuk:

J'c,ochA=—J' pdA+J',ong—T (7.8)
A) (A v

Ez a mozgasmennyiség megmaradasara épidgral egyenlet, ami valojdban a mozgas-
mennyiség megvaltozasarol szol: a mozgasmennyisggitavaltozik, amennyi valtozast a
killss ersk elsidéznek. Ervényesséqi feltételei pedig a konkrakaitkal kapcsolatosan a fen-
tiekben olvashatok.

A mozgasmennyiseég megmaradasaradegifferencialegyenlet, (7.5)éb kiindulva és az
idegen test hatdsat kivéve (hiszen az az elenngatihan nem lehet), a kovetk&Eppen
kaphato:

d d dc
A predv=[cZL(pd
dt\J/',o(r t)cdV \j/cdt(,o V)+J'

o0 dv=| —p dV (7.9)
Vv d j p
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7. A fizika megmaradisi elvei — az dramldstanban

és:
J.Epdvz jndA+j 04 dV:j( divl + og) dV (7.10)
dt (A v v

\%

azaz végeredmeényben, az integralandé fuggvényanégégébl kovetkeden:

de_1 g +g (7.11)
dt p

A (7.11) egyenlet jelentése — a fesziiltség tealmmeit| fliggéen — tobbféle lehet. A sur-
l6das targyalasanal visszatériink majd erre a kéedég az ebz6h6z hasonldan, idealis fo-
lyadék esetére d@zuler egyenletet mutatjuk be:

E:—lgrad p+g (712)
dt Yo,

Megjegyzend, hogy a sebesség azonosan nulla valasztasa €sdi2pxlbl a hidrostatika
alap differencial-egyenletét kapjuk. Az Euler eggébal oldalan a teljes vagy totélis gyorsu-
last felbonthatjuk a lokalis és a konvektiv gyoésubsszegére. Ezt részletesebben a kinemati-
kaval foglalkoz6 részben mar bemutattuk. Az egytenle

—:—+grad(§J—cxrotc:—lgrad p+g (7.13)
t 2 o

Az Euler egyenlet, az impulzus tételhez hasonbamzgasmennyiség megmaradas elvé-
re épll, és azt fejezi ki, hogy a mozgasmennyidéggységre ésmegvaltozasa a kifierok
eredjével egyend. Ez az idegységre ésmozgasmennyiség valtozas konkrétan, a (7.13) bal
oldalan a teljes, totalis vagy szubsztancialis gytars, ennek felbontasa lathato (7.13) kdzép-
s6 részében. A jobb oldalon pedig az egységnyi tombgto fellleti €, ami a nyomasvalto-
zason, nyomaskulénbségen alapul és d@terrk ered térességebl szarmazod, szintén
egységnyi tdmegre hatd térfogatt disszege all. Ez, nagyon egysmer a kdzépiskolabadl
ismert, Newton Il. torvényét jelenti, ami szerihee= F/m" .

Az Euler egyenlet legfontosabb érvényességi fdltéhz, hogy idedlis folyadékra vonat-
kozik.

Az 5. pontban bevezettik a kisdriéder fogalmat, illetve meghataroztuk az otekdnez-
het konvektiv gyorsulasokat — (5.6) és (5.7) kifejezZeszintén ott bevezetett, stacioneritasi
feltétel mellett az Euler egyenlet éfdinilletve a normalvektor irdnyaba a kovetkkeppen
irhato fel:

=1, q. g S - 100, Q; 7.14
de pade ’ (7.14)

A (7.14) kifejezés etstagja az érirdt iranyban, masodik tagja a normalvektor irAnyaban

felirt Euler egyenlet. Az egyenletekben szefep|esg,az ered térepsseg érird, illetve

normal iranyl 6sszetéje.
Az érin® iranyu gyorsulas gyakran nulla, vagy elhanyagdhgiiasonloképpen a tééesr

ség is tobbszdr elhanyagolhatd. Ebben az esetbEunlaz egyenlet, a kis@triéderben felir-
va, a kbvetked, gyakran hasznalt alakban irhato:
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pdr r (7.15)
Az Euler egyenletnek ez az igen egyfizermaja igen hasznos a nyomas valtozasanak

megitélésében, gorbllt aramvonalak esetében. A)(differenciadlegyenlet néhany, specialis
feladat megoldasaban is igen hasznosnak bizonyul.

A (7.13) egyenletet — vagyis az Euler egyenletegy-aramlas két pontja kdzott integralva
kapjuk azenergia megmaradaslvére épitl Bernoulli egyenletet:

2 2

Jl'(%j ds{%l —Jl' (cxrotc)” ds+[U]: +J;%)_J; d dso (7.16)

A Bernoulli egyenlet — a levezetésnek megtadal— egységnyi tomegre vonatkozik. Ezt a
tovabbiakhoz mindig hozzéa kell érteni. A baloldééetagja a valasztott két pont kozétti,
gyorsitasra forditandé munka, vagy a lassulastashsazé munkavégzképesség. A masodik
tag a valasztott pontok k6zotti mozgasi energidhiiség. A harmadik tag a forgatasra fordi-
tandé munka, vagy a forgasbdl szarmazé munkavigpesség. A negyedik a potencial ki-
lbnbség. Az o6tédik a nyomasntvekedés ellenében enéjz munka, vagy a
nyomascsokkenégbszarmaz6 munkavé§képesség. Végil a hatodik tag a nem-potencialos
erdterek térefssége ¢, ) ellenében végzeddmunka, vagy az abbol szarmazo munkagégz

képesség.

A Bernoulli egyenlettel kapcsolatban két, nagyontds érvényességi feltételt kell ki-
emelni: a kbzeg csak idedlis lehet — surlédadsaomlasaa a fenti egyenlet nem alkalmazhat6
és a két, valasztott pont k6zott nem lehet endrgiavagy elvezetés. Ez utobbi feltételt jeleniti
meg szamszéen a (7.16) jobb oldalan allé nulla szam, maskégpgalmazva: e nullanak a
fizikai jelentése az, hogy nem lehet energia bgy\avezetés.

Az dsszenyomhato k6zegek dramlasakor az energenkyy aldbbi formajat hasznaljuk:

CZ

SreT=6L= all (7.17)

Ez az egyenlet azt mondja ki, hogy az (egysédimyieq) kinetikai energiajanak és ental-
piajanak €,T) dsszege allandd és (mondjuk) a tartaly entalpiéggend. Az egyenlet erve-
nyességéhez — a (7.16) Bernoulli egyenletnél manéiotényességi feltételeken tul — a
potencialvaltozasnak és az orvényességgel kaposdiagnak is vagy nullanak, vagy elha-

nyagolhat6an kicsinek kell lenni. Hasonldképpen iheimet jelen nem-potencialosiesr és az
instacioneritas sem engedfiebeg.

Az energia megmaradasi elvre épitve, differengi@alet is bevezetheélenne — e tekin-
tetben azonban csak a szakirodalomra utalunk: eblEgyzetben ez az egyenlet a korlatozott
tartalom miatt nem kaphatott helyet.

A perdiulet megmaradaslvere épitl alap-egyenlethez gy jutunk el, ha a mozgasmeny-
nyiség megmaradasara éfi(7.8) egyenlet minden tagjat balrdl vektorialismorozzuk r,"-
rel (az y” az altalunk valasztott koordinata rendszer oatydj az integralasban szerégplon-
tig tartd helyvektor):
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jrx(cchdA)=(£)rx(ndA)+jrx(pg dVv)-r xT (7.18)

(A) v

A baloldalon az iflegységre ésperdulet-valtozas talalhaté — ez a kivalasztd&nétzo
feliletben elhelyezkédkozegre hato, eréd kilss nyomatékkal egyetil A jobb oldal el
tagja a fellleti dik nyomatéka, a masodik a térfogatilenyomatéka. A (7.18) egyenlet jobb
oldalan, a fellleti éik nyomatékanak szamitasanal a nyomas helyett zezeel (7.8)-ban —
a feszultség tenzort irtuk vissza — ezt a felimé&ilot a (7.6) kifejezésben vezettik be.

A harmadik tag pedig a kozeg altal kifejtett, aetéeges idegen testre hatdé nyomaték — ezt
jelzi (a 7.7 egyenletnél leirtakhoz hasonl6an) gatie ebjel. A (7.18) kifejezés, hasonloan
(7.7)-hez, csak stacionarius, vagy kvazi-staciusairamlasra igaz.

A perdiulet megmaradas elvére épllnek az orvémetétde ezekkel kilén pontban fog-
lalkozunk. Hasonloképpen ide tartozik az drvénysdegort egyenlet is, ezzel az egyenlettel
azonban e targy keretein belil nem tudunk foglaikoz

Ugyancsak ennek az elvnek a felhasznélasavalheszde az Euler-turbina egyenlet, ezt
az egyenletet az aramlastani gépdikauéesének vizsgalatanal szokas hasznalni, ezzé&k kon
rétan a 19. fejezetben foglalkozunk.

A megmaradasi elvekre épidlapegyenletek megfogalmazésa utan kimondhata at a
litas, amely szerint egy aramlastan feladatban emndegmaradasi elvnek teljesilnie sztiksé-
ges! Ha ez megvalosul, akkor a feladat beillesétreetjelenleg altalanosan elfogadott
vilagképbe. Ha azonban nem teljestilne, akkor etea jaramlastan (fizikai) tudasunk hatara-
in tdlra mutatd okoskodassa lenne: pillanatnyilagmnismert olyan aramlastani jelenség,
amelyre ne vonatkoznanak a megmaradasi elveink.

(7.18) felirasi modjabdl (is) kovetkezik, hogy argiilet megmaradasra épivektor
egyenlet alternativaja a mozgasmennyiség megmaeadpsb szintén vektor egyenletnek —
vagyis egy feladat megoldasaban célézervagy az egyik, vagy a masik alkalmazandd, mi-
vel ezek az egyenletek 6sszefliggenek.

A fentiek tudataban, az aramlastanban gyakranndésak un. ,kinematikailag lehetsé-
ges” aramlasokat: ezekre alagast csak a folytonossag torvényének teljestilesék ep.
Példaként emlitjiik, hogy olyan sikaramlasokban, lgekenullmértéki halmaztdl eltekintve
orvéenymentesek, hasznalhatok a komplex potenci@ofejezet). Ezek az aramlasok — meg-
feleloen hasznalvéket — jol hasznalhatd, fontos gyakorlati eredméhgekvezetnek. Azon-
ban meg nem engedett modon hasznéked, sulyos fizikai tévedésekhez is vezethetnek.
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Mintafeladatok

A megmaradasi elvek igen fontos elméleti alap-&se#t. Jelen aramlastan kurzus eseté-
ben tipikusnak tekinthétaz alabbi néhany alapkérdés:

irja fel az impulzus tételt! Fogalmazza meg poatphogy milyen megmaradasi elvet és
hogyan fejez ki ez az egyenlet! Hatarozza meg nmretg/es tag fizikai jelentését! Melyek
az egyenlet legfontosabb érvényességi feltételei?

irja fel a mozgasmennyiség megmaradasan alapéféraficial-egyenletet. Fogalmazza
meg pontosan, hogy milyen megmaradasi elvet ésamofigjez ki ez az egyenlet! Hatarozza
meg minden egyes tag fizikai jelentését! Melyelegyenlet legfontosabb érvényességi fel-
tételei?

irja fel a folytonossag torvényének differencidlenlet és integralegyenlet alakjat! Fo-
galmazza meg pontosan, hogy milyen megmaradadi évieogyan fejez ki ez az egyenlet!
Hatarozza meg minden egyes tag fizikai jelentdgétlyek az egyenletek legfontosabb ér-
venyesseégi feltételei? — (................. €s még tobb, hidsieliegi kérdeés.)

E a feladatok a konkrét megoldasat kilon nem igt)ak, hiszen a feltett kérdésekre

adandé valasz a korabbi anyagban olvashat6 — datelegfeljebb a valasz elemeinek ¢ssze-
gyiijtése lehet. Gyakorlati feladatokat kbb ismertetink.
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A folyadékokra, illetve gazokra vonatkozo legegyshb feladat az, amikor, alkalmasan
valasztott koordinata rendszétmézve a kbzeg nyugalomban van. Ekkor hidrostdekedat-
rol beszélink. A hidrostatika alap differencial egletét az Euler egyenléih(7.12) kaphat-
juk, agy, hogy a sebességet és a gyorsulast iaaomullanak valasztjuk:

grad p= pg (8.1)

Ez a differencidlegyenlet hasznos az elméleti m@gfasok megtételében, illetve a valto-
z06 dirisédi kozegekre vonatkoz6 feladatok megoldasaban isegyenlet a mozgasmennyi-
ség megmaradas elvén alapul, kézvetlenll azt mdadfsogy az egységnyi térfogatra hato,
nyomasvaltozasbol illetve tétd6l szarmazd & egyensulyban van. Az altalunk vizsgalt
minden hidrostatika feladatra érvényes.

Képezzik (8.1) mindkét oldalanak rotacidjat:

rot (grad p) =0=(grad p)xg + p(rotg) (8.2)

A (2.8) egyenlet értelmében a baloldal rotaciojglan Amennyiben aBiseg allandé
(o =all.), akkor azt kapjuk, hogy a téésseg rotaciojanak is nullanak kell lennie. Ez pedig
részben azt jelenti, hogy a szoban forgétéercsak potencialos lehet (3. pont), illetve, hogy
allando $irtisédi kdzeg csak potencialoséégrben lehet nyugalomban.

Tegyuk fel, hogy az étér vagy edterek potencialosak. Integraljuk (8.1) mindkét tédtta
2 d 2
J'7p+J'dU:O (itt :g=-gradu) (8.3)
1 1

Ezzel a hidrostatika alap integral egyenleténakaazalakjat kapjuk, amely valtozdrs-
sédi kbzeg esetén alkalmazhato, hacsairaseg kifejezhdt a nyomas figgvényeként.

Tegyuk fel, hogy a kdzedidisége allandd. Integraljuk ismét (8.1) mindkét dcittal
p=-pU+all. (itt:g=-gradV) (8.4)
Ezzel a hidrostatika integralt alap-egyenletéhgank. lgaz, hogy ez az egyenlet csak a

fenti feltételek esetében alkalmazhatd, de azédramlastan oktatasaban alkalmazott, gya-
korlati feladatok igen nagy részeét ennek az egyeeakea segitségével kell és lehet megoldani.

A hidrostatika alapvétjelentisédi terilet, szamos, erre a terlletre vonatkozo, naegol
feladat talalhato [7] példatar 11. ,Hidrosztatilcni fejezetében. A kdvetkékben, beveze-
t6 segitségként két mintafeladatot oldunk meg.



8. Hidrostatika

Mintafeladatok

Feladat tekintstuk a 8.1. abran lathato, foldi nehézségieeben elhelyezkddfliiggileges
gazc$-darabot:

A c$ belsejében l&y gaz $riisége o :0.7kg/rr?. Kivdl

‘!jl‘i’_'_‘ B o, =1.225kg/ n? siiriisédi leved helyezkedik el.

! 20m Az ,A” pontban a gaz tulnyomasz00 N/ nt . Kérdés az, hogy
8.1. sbra ‘ mekkora a gaz tulnyomasa a ,B” pontban?

Hot 1 o Megé/llapl'thaté, hogy eza felad,at él!and[’ﬁségi kbzegre vo-

L natkozo, hidrostatika feladat. Ezért célsieer (8.4) felhasznala-

saval oldhaté meg.

Megoldas a hidrostatika feladatokban él$épésként alkalmas koordinata rendszert kell
valasztani (rendeljuk a ,,z=0" értéket az ,A” pourirgjéhez):

z irjuk fel ebben a koordinata rendszerben a nedgizeétér po-
tencialjat:
U=gz
irjuk fel (8.4)-et a levetye:
p.(2)=-p.gz+p,(ahol p, aleveg nyomasa az Apontban)

—B

8.2. 3bra

20m

irjuk fel (8.4)-et a gazra is:

s

Ps (2)=-ps 92+ pss  (ahol p,, @ gaz nyomasa 42" pontbar)

A feladat feltételeil tudjuk, hogy:
ps(z=0)= p, és p( Z0)= p  kilénbsége  p,.— p .= 500N/ nt (8.5)
Ezek szerint a gazra vonatkoz6 egyerdlekivonva a leve@re vonatkoz6 egyenletet, azt
kapjuk, hogy:
P (2)- R(29=-(p-p.) 92( Ba= B (8.6)

Helyettesitsiik be a megfaledzamértékeket:
ps(20)- p (20 =(1.225 0.y09.81 20 50D 668 nT (8.7)

A szamitasunk alapjan arra az érdekes és a ggdlbanl is igen fontos eredményre jutot-
tunk, hogy a gaz tulnyomasa a magassag novekedésdrakszik. Ezt a tényt a gazvezeté-
kek karbantartdsanal példaul feltétlenll figyelembszik.
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Feladat tekintsik a 8.3. abran lathatd, elhanyagolhatgassagu, forgd edényt:

D/2=08m : Vegyuk észre, hogy az
(sugdr) 1 py= 10° Pa edényhez rogzitett, egyiittforgo

nyitott (py.ty ) 4 —15%¢ koordinata rendszerben ez
——— 00 = hidrostatika feladat. Ezért, ko-
oy ] I . ordinata rendszerként elegénd
=0 £ = S
p=plp) | - = lesz egy, a forgastengedyt
induld , r ” tengely felvétele:

8.3. shra
R =287 J/kg- fok

@=1250 1/s gazallando)

T
19

A forgo edeny belsejeben izotermikusan '

retegzodoit levego talalhato,

Megoldés vegyuk észre azt, hogy a lényegében nulla magas&dtt a nehézségi @er
hatasa elhanyagolhat6. Tovabbi fontos informacip hemgy a ériiség valtozik (pontosan
ezeért, a valtozo isiséggel tortéh szamolas miatt valasztottuk ezt a bemutatd feddat
méghozza ez a valtozas izotermikus, vagyiérasgg csak a nyomas fuggvénye!

Vélasszuk a fentiekben mar meghatarozott egyatifdcoordinata rendszert. Ebben a
rendszerben a potencial és teljes differencialja:

2
U(I’):_r;dz; illetve dU:Z_L:dr:_rwzdr 8.8)

Véalasszuk a megoldashoz (8.3)-at, ((8.1) poteosiébterek és valtozoisiség esetében
ervenyes, integralt alakjat):

{do 8.9
.[p+.|.dU 0 (8.9)

A fenti egyenlet alkalmazasahoz szikségdsigsa8g, mint a nyomas fuggvénye:

PopresP- Rpmt=Pl g, B 10 o0 g (8.10)
P Po P PP RT, 287288
Helyettesitstink be (8.9)-be:
Pa D/2 2
&jﬂ)— .[ ra)zdr =0 = po |n[ pAJ M (811)
Pop, P 0 Ao Po 2

Innen a keresett nyomas mar kifejeshet

2
Po M} =16 ex;El'Zlmo'g Dlzsej O 4.24) T0Pa (8.12)
P, 2 10 2

s

A végeredmény azt (is) mutatja, hogy a centrifisgaibtérben meglehésen nagy nyo-
mas-novekedés érldee!.
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A kordbbiakban mar rdmutattunk a skalar potenézésének szilkséges és elégséges
feltételére. Ez az allanddirsisédi kozeg sebességével kapcsolatbadalld aramlasra a ko-
vetke® mddon fogalmazhaté meg:

O ¢=¢(r): c=gradg - rotc=0 (9.1)

Vagyis, ha a sebességtér rotacioja — nullmértéddmaztol eltekintve — azonosan nulla,
akkor talalhatunk olyan skalar-vektor figgvényt.edynek a sebesség a gradiense. A nullmér-
tékii halmaz — példaul sikaramlas esetén — nulla tetijjekent, vagyis a sebesség rotacidja
legfeljebb nulla terUlét vonalakon lehet nullatol kulonbéz Ez a megjegyzés a
szingularitasok bevezetése és alkalmazasa midatifon

A folytonosséag torvényének (7.4) szerinti alakjaleqyszeii szamolassal kovetkezik:

dive=0 = div(gradg)=0 = Ap=0 (9.2)

(9.2) a sebességi potencial meghatarozasara akalmasodrerid linearis, elliptikus ti-
pusu parcidlis differencial-egyenlet. Még ebbergetyszdibb alakjaban is rendkivili a je-
lentssége. Szamos elméleti és numerikus feladat hozba® az alakra. A sebesség a
sebességi potencial ekvipotencialis vonalairadheges. E mdilegesség legfeljebb a szingu-
laris pontokban nem teljestil.

Id6allo, allandd srisédi kdzegek sikaramlasanak esetében bevezethetjukaadi@g-
venyt is ¢ =¢(x,y)). Az aramfliggvény szintvonalai az aramvonalak,yelelérinti a se-
besség vektorokkal parhuzamosak. Emiatt a sebesséy aramfliggvény-ivelem vektori
szorzata nulla:

cxds=0 = cdy-gdx=0 (9.3)

Definialjuk a sebesség Osszédikst az alabbi moédon és tekintsiik a sebességtémigyita
nak a sikra méteges osszetéyet (legyen a sikra méleges a 7’ tengely):

oy oy

c,=——; ¢, =-— ezzel rotc| =
oy 0X z

aCY_acx__ azl// 62‘// — _
dx dy (a%+afj_ v ®-4)

(9.4) csak sikaramlasra érvényes ugyan, de ebbeseaiben megengedbatullatol ki-
l6nb6 6rvényesség is. (9.4) példaul az érvénytranszegyenlettel egyitt sokféle feladat
numerikus megoldasara alkalmas. Tekintstik mossazemyomhatatlan kdzeg drvénymentes
id6allé sikaramlasait. Ekkor a sebességi potenciazéaramfiiggvény komplex potencialla
kapcsolhat6 dssze:

w=w(2)=¢(x% Y+ ig(xy; ahol = x i (9.5)

A komplex potencialok szerepe a klasszikus és mnmoéiemlastanban egyarant jelent
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Vizsgaljuk meg a sebesség kiszamitasanak modjasebesség komplex konjugaltjat a
komplex potenciél derivalasaval kapjuk meg. Ezeeawdltat — a komplex fliggvények elmé-
letékdl ismert médon, haromféleképpen is szamithatjuk:

. d ow oW
c=—=—"=—7—-—,
dz X a(|y)
azaz: (9.6)
c —ic =%+ia_¢/=a_¢’_i%;

7 9x dx 0y 0y

Ennek az egyenletnek az alapjan felirhatok a Gatiemann féle parcialis differencial-
egyenletek:

99 _0oy
ox ady | 9.7)
00 _ oy | |
oy 0 X

Ezek a parcidlis differencial-egyenletek azok, lgwie alapjan két — a megfetefeltéte-
leknek eleget teyv — fliggvény harmonikus tarsnak régithed, illetve e figgvények ilyen
modon rendelhék egymashoz. E két fliggveny — esetiinkben az elemgpdailis vonalak és az
aramvonalak az x-y” sikon ortogonalis halot alkotnak. (Erre példah &s 9.2. abra).

A c, allando sebességikaramlas komplex potencialja:

w=_Cz; (9.8)

A (9.6) kifejezés alkalmazésaval kénnyen belathhtigy (9.8) tényleg a mondott sik-
aramlas komplex potencialja.

A kovetkedkben az un. szingularitasok segitségével vezetgila forras-nyél (Q), az
orvény () és a dip6lusNl) komplex potencialjat. Ezek rendre a kvetkez

W=glnz w= iLInz es VV:M; (9.9)
21T 2T Z

A forras komplex potencialjanak valds része a sedbg potencial, a képzetes része pedig
az aramfliggvény:

. Q Q : , i9
w=g+ig=——Inz=—(Inr+ig); itt: z=re”;
Py 2m 27T( )

vagyis:

¢:éll.:zglnr = r =all. (orig6 kézéppontu korok €
T

(//:éll.:zgﬂ = J=all. (origébol indulé egyenesek
T
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9. Komplex potencidlok

A 9.1. 4bran a forras vagy ngedramvonalai az
orig6badl kiindulé vagy oda befuté egyenesek, az
ekvipotencialis vonalak pedig koncentrikus korok.
Az origé szingularis pont, ahol végtelen sok
aramvonal metszi egymast — a szingularis pont
x neve forrds, ha onnan kifele aramlik a kdzeg
9.1, 3bra (Q>0) és nyeb, ha befele aramlik a kozeg

(Q<0).

Az orvény komplex potencialja és a forras
komplex potencialja k6zott a kilénbség a képze-
tes egységgel valo szorzas, illetve, hogy a jellem-
z6 mennyiséget Q” helyett ,I" "—val jel6ljuk és
cirkulaciénak nevezzik. A potencial, illetve az

aramfiggvény:
9.2. 3bra

) T r,.
w=g¢g+ity=i—Inz=—-/|ilnr -2
prig 21T 271( )

vagyis, a potencialos érvény esetében:
p=all.= —ZL& — 9=all. (origobol indulé egyenesek
Vi
W= a||.=2L|nr — r=all. (origé kizépponta korok
7T

Osszegezzilk a sikaramlas és a dip6lus komplexgialit, legyen a sikaramlas sebessé-
ge a valos tengellyel parhuzamos (tehat valos szémn

w(z) = Cz+MZ; (9.10)

Ezzel egy henger korlli aramlas komplex poterdidppjuk. Ezt igazolandé irjuk fel
részletesen (9.10)-et:

w(z)=cr(cosd+i sin9)+¥( cog—i sid);

Innen ay =0 aramvonal egyenlete:

w(r.9) :(c r —%)sinﬂ =0; az R=, /% sugaru kor valéban a nulla aramvor.

Szamitsuk ki a sebesség eloszlast ezen az aralomona

W(Z):C{Z+&2j = A(;ﬂv: {1_Ej; (9.112)
z dz 7
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Egyszeti szamolassal belathatd, hogy a sebesség abszéke ézen az aramvonalon:

lc, (9)| =[2csing]; (9.12)

A Bernoulli egyenlet felhasznalasaval — hiszeralidefolyadék stacionarius aramlasarol
van sz0 — szamithaté a nyomas-téibyez

2
p=P" B -1 [ G| =1-4sif9;
p gcz (Cj sirf 9; (9.13)

A henger korlli nyomaseloszlast abrdzoltuk is endan, mivel ez a nyomas-eloszlas a
surlédasos aramlasok esetében is nagyon fontoslékes, azért az abra a 18. fejezetben ta-
lalhat6 (18.1. abra).

Mintafeladat

Feladat Milyen aramlast ir le av= Zkomplex potencial? Az egyenletiik alapjan vazolja
az aramvonalakat és az ekvipotencialis vonalakdtx<1 és 0< y< 1tartomanyon! Bi-

zonyitsa be: egy-egy aramvonal mentén a nyomay ax, 45 —osegyenessel valo6 met-
szés-pontban a legnagyobb!

Megoldas A komplex potenciadlok — a korabbiakban mondotéatelmében — 6ssze-
nyomhatatlan kdézeg éthen &llando, sikdramlasét irjak le. Hatarozzuk en&gnkrétan vizs-
galanddé komplex potencial valos és képzetes részét:

W:ZZ:>¢+i¢/:(x+iy)2:(x2—y2)+i2xy (9.14)
azaz:
p=x-y* é @=2xy

Ezek szerintg = all. az ekvipotencialis vonalak, & = all. pedig az aramvonalak egyen-
lete.

Az egyenleteknek megfetel
gorbék a 9.3. abran lathatok. Az
ekvipotencialis vonalak folytono-
sak, az aramvonalak pedig (kék)
szaggatott vonalak. Nem jeldltuk
kulon, de belathatd, hogy a két ko-
ordinita tengely éppen & =0
aramvonal. Vagyis ez egy 90 fokos
,sarok”-ban kialakulé aramlas ké-

pe.

9.3. 3bra
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Hatarozzuk meg a sebesség 6ssd&tv— ezzel egyuttal az aramvonalak mentén kiatakul
aramlas iranyat is megmutatjuk:

_a¢_a¢/_2X és C :%:—a_w:—Zy; (911)

A 9.3. abran — kis nyilakkal — be is jel6ltik aamlas iranyat. A nyilak csak a sebesség
irAnyét jelzik, a sebesség nagységa a fenti kéqtiétszamithatd. Az origéban példaul a se-
besség mindkét 0sszetgw nulla — vagyis ott a (teljes) sebesség nulla.

Az abrardl latszik, hogy ez a két gorbe-sereggudlis halét feszit ki, azaz egy-egy
aramvonal és ekvipotencialis vonal metszéspontjalzaagyes gorbék értiitegymasra meér
legesek. Az aramlastan feladatainak numerikus ndégakor — egyes esetekben — az ilyen
tipusu hélo jol hasznalhato.

A 9.3. abran — példaként — bejeldltik az ,A” pdntd kérdés masodik része szerint
ugyanis bizonyitando, hogy példaul az adott araravarentén a nyomas az ,A” pontban a
legnagyobb. Ehhez fel kell hasznalni a dt#sekben (12. fejezet) sorra keftuBernoulli
egyenlet fizikai mondanivalgjat — ami szerint a m@as a sebesség (négyzetének) csokkenése-
vel névekszik, hacsak a Bernoulli egyenlet dssébbit— a nyoméason és sebességen kivili —
tagjat azonosan nullanak valaszthatjuk.

Ezek szerint azt kell bizonyitani, hogy a példakékintett aramvonalon a sebesség éppen
az ,A” pontban a legkisebb. Szamitsuk ki a kompgdexencialbdl a sebességet, illetve annak
abszolut értéket:

dw

c=——=2z = |4=2r (hacsakz: ré’); (9.15)
dz

Mivel pedig a példa-aramvonalon az origéhoz épgepA” pont van a legkdzelebb, azért
a sebesség ott a legkisebb és a fentiek értelmadd@&m a nyomas ott a legnagyobb. Az aram-
vonal vélasztas tetéleges volt — barmely masik aramvonalra is igaz ttehfenti okfejtés.
Ezek szerint a bizonyitando allitast sikertlt igazo

Tovabbi, egyes esetekben e tantargy vizsgakovetsleit jelenisen meghaladé, de eh-

hez a témakorhoz illeszkédyyakorlati feladatok talalhatdk [7] példatar 1S0ylddasmentes
sikaramlas” cira fejezetében.
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Ebben a fejezetben olyan aramlasokkal foglakozomdyekben az drvényesség (a sebes-
ségtér rotacidja) — legalabb helyenként — zérugiliinbdzik. Az 6rvényes aramlasok gyakor-
lati jelenthsége igen nagy — elegéndsak arra gondolni, hogy az un. ,dinamikus felbeg”
létrejotte masik oldalrél nézve 6rvény megjelengsénti.

A cirkulaciét (I =m cds) mar kordbban (2.13 egyenlet) definialtuk. A cldaiot elvileg

ugyan a Stokes tétel szerint a sebességtér raiholds szamolhatnank — e jegyzetben azon-
ban csak olyan cirkulacioval vagy mas néven orvéhfgglalkozunk, amely esetében a se-
bességtér rotacidja a végtelenhez tart, mikdzbefelilet, amelyen integralunk, tart a
nullahoz. igy kapunk egy érvény-szalat, amelynekutécioja ™ és az atméije nulla.

A gyakorlatban is nagyon fontos az olyan orvérgksmelyhez sebességi potencialt tu-
dunk rendelni. Végezzik a vizsgalatot sikaraml@ées egy r —J " polar koordinata rend-
szerben. Ebben a koordinata rendszerben a sebesdéigja a kdvetkdképpen szamithato:

rotc|Z =E+% (vagyis az aramlas hengerszimmetrjkus (10.1)
r r
Tegyuk fel, hogy ez a rotacié azonosan nulla, aKk0.1) integralasaval a kovetkdz

kapjuk:

- g=—=— = (10.2)
r r 2mir

= |0

dc_ dc_ dr K_Tri1i
+—=0 »> —=-—
dr c

Kdnnyen belathato, hogy a (10.2) szerinti sebeagzé@.9) kifejezésben definialt, 6rvény
komplex potencialjabol szamithatd sebesség absediékével azonos. Az ilyen, ,potencia-
los” 6rvény korul kialakulo aramképet a 9.2. abtidmtettik fel.

A 10.1. 4bran — kitekintésként — egy
(¥} visahbons réteg valésagos orvény sebesség eloszlasat
— (ahol rot (rotc) =0) tuntettik fel. Az 6rvény az ,r = 0" he-
lyen taldlhato és sebesség eloszlasa az
orvénymagon kivil Iényegében azonos
a potencialos 0rvény sebesség eloszla-
saval.

c=lor

10.1. 3bra Az orvény-mag lényegében két rész-
re oszthato, a bélgész merev testsze-
kiizel idedlis orvény rien forog, ehhez csatlakozik az az
atmeneti rész, amelyben a viszkozitas
jelents szerepet jatszik. A valésagos 6rvények oregszersekidd mulasaval a mag sugara

(r.) novekszik, kdzben pedig a legnagyobb sebessékeécsokken.

orvény — r

———
mag ”
s 1

A kovetkedkben csak (idealis) potencialos orvenyekkel fogialkink! Vizsgaljuk meg
elészor egy 6rvény (cirkulacio) étbeli valtozasat:
dr _d

E—EU‘] cds (103)
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A differencialast és az integralast felcseréliletvie az Euler egyenletet beirva kapjuk:

8 fods= € ase f 25 m( gfadpwjdsm cd (10.4)

A fenti kifejezés jobb oldalan lévelss tag, allando &iiség esetén akkor nulla, ha a tér-
er6ssegnekd) van potencialja. A jobb oldal masodik tagjaréytdn lathatd, hogy az nulla.
Ezzel a kdvetkezeredményre jutunk:

d—:: . illetve: [ﬂchs: allandg; (10.5)

A (10.5) aThomson (lord Kelvin) tétele; kimondja, hogy a cirkulacio értéke — igeé
dsszenyomhatatlan kdzeg esetén — egy zart, folyékamal mentén az &ol fuggetlen. Kel-
vin tételéldl levonhatd szamos kovetkeztetés kozil az egyifolggsabb az, hogy a nyugvé
térlol ereds aramlas 6érvénymentes, azaz potencialos.

Amennyiben a kdzeg’ia’isége barotrép maodon véltozhat (ez fontos a metéagiéﬂan a

rrrrr

kapjuk:

dF gradp dp.
= ds=~[] i (10.6)

Helmholtz elss 6rvény tételét fizikai megfontolasokra alapozvanatjok ki. Tegyuk fel,
hogy a vizsgalatunkban szerépblyadékokra érvényesek a Kelvin tételnél kimondeltéte-
lek. Akkor, a perdilet megmaradasra alapozva kirhatjdk, hogy a folyadék részecskék
forgaséllapota nem valtozik: a nem forgo részecslark is fognak forogni, mig a forgo ré-
szecskék megtartjdk a forgasukat -Hetmholtz elsy 6rvény tétele. Ennek a tételének tdbb,
alternativ megfogalmazasa is ismert:

- az Orvénycsovek egyuttal aramcsovek is;
- az Orvényesség a részecskekheddikt(egy orveny azonos részecskékall);
o- két drvényfelllet metszéseként@ld drvényvonal azonos részecskélkall.

Helmholtz masodik drvény-tételét a 10.2. 4bran lathato or-

A, vényc$ felhasznalasaval mutatjuk be. Az 6rvérdydsa-
‘ sonl6 az éaramékdz, csak aramvonal helyett
4 orvényvonalak fotcx ds= 0) alkotjak.

Vektoranalitikai azonossag, hogjiv(rotc) =0, ezért en-
nek a mennyiségnek az drvénydérfogatara vett integral-
jais nulla: jdiv(rotc)dV:O.

\%

rore

10.2. 3bra

A Gauss-Osztrogradszkij tételt alkalmazva irhbtgy:

jdlv rotc dv = jrotc dA =0 illetve ha J'rotc dA =T,

Al
llletve:
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10. Orvényes dramlisok

IrotchA:FZ = [,+I,=0; [mert I rotchA:OJ (10.7)
A, A-A- Ay

Kimondhat6 tehat, hogy a cirkulacié abszolut étélkegy drvényéskét, drvényvonalak-
kal nem parhuzamos metszetében — azonos. Ha amyosiéeresztmetszete nullahoz tart,
akkor az 6rvényességnek minden hataron éilien kellene — ez fizikailag nem lehetséges.
Ezért egy 6rvényémek — idealis folyadékban — a kézeg belsejében Iebet vége: vagy 6n-
magaba zarddik (ez @rvényqyiri), vagy a kdzeg hataraig tart.

10.3.5bra

Orvénygydir( Véges 6rvény

A 10.3. abra bal oldali rész-abrajan egy olyaredgpgyirt lathatd, amelyet delfinek hoz-
nak létre ,kedvtelési”. A jobb oldali rész-abran viszont egy tornadgyelhet meg. Ennek
az alsé vege a foldfelszinnél talalhato (itt éretémleve), a fel$ vége pedig, nagy magas-
sagban, a surlédas hatasara szétoszlik.

Az orvénygyiriik gyakorlati jelenisége igen nagy, szamosisaaki berendezéssffént az
orvénygépek) rikddésében jatszanak fontos szerepet — példakéntjliand replibgep szér-
nyakat, a rajtuk keletkézhordozo6 6rvény a szarvégeknél ledszé orvényekblgtatodik, és
az un. indulasi 6rvénnyel zarul be.

A gyakorlati alkalmazasok szempontjabol nagyontdsregy-egy orvény-szal () altal,
valamely ,P” pontban indukalt sebessén)(szamitasa. Ez a Biot-Savart torvény alapjan le-

hetséges:

(10.8)

I’J-dsxr_
S

Tegyuk fel — az egysz&ség kedvéert — hogy az drvény éppen &7 tengely mentén he-
lyezkedik el (10.4. abra). Ebben az esetben a ,Rtham keltett indukalt sebességet az alab-
biak szerint szamithatjuk:

ol - r Trsin¢(rd¢/sin¢) T T%

'z 4m g rs 4, v

de: r= r/sing, ezzel
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ezzetl
.23
cl,= - —— [singdg =
z 4rrr, b4
4,
=- [cosg
2
10.4 bra AT,

Vegeredményben, a minusz vegtalerfp ,— 0) plusz végtelenig ¢ ,= 180) terjed
integral értéke:

r r
- q-{= . 10.9
e 47Tr0[ -4 27, (109)

Ugyanerre az eredményre jutottunk az (9.9)-cet tavény komplex potenciélja alapjan
€s a potencialos 6rvény (10.2)-ban megfogalmazsttében. Ez célsz@n ugy képzelhét
el, hogy a sikdramlas — amelyet a potenciélos grb@vezetésénél kikotottink — altalaban
nem egy kétmeéréttartomanyban (sikon) jon Iétre, hanem azt jelémigy a sz6ban forgo sik-
ra mebleges iranyban semmi sem valtozik. Azaz az arambgan harommeérét aramlas,
amelynek minden sikmetszetben azonos aramkép &akul

A (10.8)-cal adott indukalt-sebesség szamitastisig ebfordul szinte minden, az orve-
nyesség felhasznalasan alapulé numerikus feladaedamos szakmunkaban foglalkoznak
ennek az integralnak a zart alaki vagy numeriksgaknitasi lehéségeivel.

Mintafeladat

Az orvényes aramlasok gyakorlati alkalmazasa igghszéleskdir azonban ezek a fel-
adatok altalaban jelefgen magasabb szintet képviselnek, mint az e tanggieghatarozott
szint. Ezért bemutatunk ugyan egy gyakorlati fdetjale ennek megoldasaban szamos, je-
lentss egyszdisitést vezetink be!

Feladat a 10.5. abran egy favoka modellje lathato. Allarsirisédi (6sszenyomhatat-
lan) kdzeg érkezilc, sebességgel, majd ezt az aramlast astéaphtok Ggy valtoztatjak meg,

hogy az axidlis sebesség allandosaga mellett atisasebességgel egyéria 4% miatt) radi-
alis sebesség is létrejon. A kézeg a fal melldttareyagolhatd vastagsagu rétegben aramlik
tovabb. A feladat a kil&psugar radialis sebességének meghatarozasa!
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Megoldas

tereld lapatok ., kiléps sz6g - 45"
cy;=05m/s l

— A radialis sebesség a térelapatok
N utan egyerdl az axialis sebességgel:

| 2 ) c,=0.5nYs

10.5.bra %

—Y A kozegl kialakulé aramacs$ egyut-
/ tal orvénycs$ is; Helmholtz tétele sze-
rint a cirkulaciéo abszolut értéke — egy

S’

L

D =40 mm Mekkora a kiléps ~ Orveénycs ket, orvényvonalakkal nem
d=10mm sebesség radialis parhuzamos metszetében — azonos.
Osszetevoje?

Szamitsuk ki a cirkulaciot a teéépatok utani keresztmetszetben (a feladat kiildsan
megfeleben hanyagoljuk el a sugar vastagsagat):

r, =[flc" ds=(7D)c, = 77(D.0470.5= 0.06287/s; (10.10)

A cirkulacié abszolat érteke ugyanekkora leszlépki keresztmetszetben is, azaz a sugar
vastagsagatol ismét eltekintve:
M, _0.0628_

. =0.0628m?/s=(md) ¢. =T =—2="""""20 (10.11)
. /s=(md) g : = e L= o =20

A megoldasbdl lathato, hogy a megforgatott kozetjalis sebesség-osszeigy a csok-
kens atméb felé haladva ndvekszik. A gyakorlatban a feladaibesokkal nagyobb atmér
csokkenést is megvalositanak — egy ilyen geomshdanitasa azonban a jelen szinten athi-
dalhatatlan nehézségekre vezetett volna.

Az orvénytételekkel kapcsolatos feladatok taldkd®] 14. ,Orvénytételek” c. fejezeté-
ben. Vigyazat: e feladatok némelyike meghaladnjéhntargy vizsgakovetelményeit.
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A mozgasmennyiség megmaradasaracepiihpulzus tétel’-nek nevezett vektor egyenle-
tet a 7. pontban vezettiik be. A leggyakrabban lédisatakjat a (7.7) illetve a (7.8) kifejezés
irja le. Fontossaga és Osszetettsége miatt - 6ggést - néhany példa feladatot oldunk meg.
Ezek tulajdonképpenMintafeladat’-ok, kiemelt fontossaguk miatt azonban kilon fejezetben
szerepelnek.

Az els feladatbarbevezetésként egy, igazan egyszamobléma megoldasat vizsgaljuk.
A megoldasban felhasznaljuk a folytonossag torvEmge— nagyon egysierlszinten — a
Bernoulli egyenletet is; asfeszkdz azonban az ,impulzus tétel’-nek nevezeterigt (7.8)
egyszeii, de igen gyakran hasznalt alakja.

A feladat mekkora eft fejt ki a 11.1 abran lat-
=Py hato vizsugar az Gtjaban telapra?

=D
10m/s

—_

Mivel az ebé vektor mennyiség, tehat a nagysa-
gat és az iranyat is meg kell hatarozni!

Az abrarol az is megallapithato, hogy a té&ser
ség (pl. sulyd¥) hatasa nulla, illetve, hogy min-
den sugar un. szabad sugar, ezért bennik a
kornyezeti nyomas uralkodik.

1. 3bra

Minden, ilyen feladat megoldasat harom,

elengedhetetlen |épéssel kell kezdeni:

- ellervrzé fellletet kell valasztani
(szaggatott vonallal jel6lt, egyszeresen
0sszeflgg, zart felllet, ugyelni kell arra,
hogy ha lehet, akkor a fellilet legyen
mebleges az athalad6 kdzeg sebességé
ugyelni kell tovabba arra is, hogy az
Jidegen test” vagy teljes egészében a
felUlet belsejében legyen, vagy egyaltalan
ne legyen benn;

- ki kell jeldIni a be- és kilépési pontak

(ittaz 1, 2 és 3-as pont);

- koordinata rendszekell valasztani (itt az x-y rendszert valaszthitmagyon fontos,

hogy a koordinata rendszer alkalmas legyen yigajeszkedjen a feladathoz).

‘-—-l

Annak alapjan, hogy a nyomas mindharom (szabagfrban azonos, tovabba mert nincs
helyzeti energiavaltozas sem, kimondhato, hogybasseg abszolut értéke mindharom sugar-
ban, azonos. Ez az energia megmaradas @hkélvetkezik, illetve ez a Bernoulli egyenlet
igen egyszdr alkalmazasa. A sebesség egyebkent a felllet meetérvaltozik; atlagsebes-
ségként tekintjik. A sebesség vektor abszolut érfék abszolut érték jelének, illetve a vek-
torjelolés elhagyasaval) egysien irhato:

¢G=C=c=c=10n ¢ (11.1)
Az atlagos sebesség abszolut értékének azonossagatnlytonossag torvéenye alapjan

kovetkezik, hogy a 11.1. dbran (vagy a 11.2. abféifi¢le és lefele haladd kbzeg felllete
egyenb é€s éppen a belékeresztmeszet felével egyénVagyis a belép tomegaram ket
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egyenb részre oszlik, az egyik rész-aram felfele, a médide hagyja el az ellénzé felile-
tet.

A kdnnyebb attekinthéség miatt megismeételjik a (7.8) egyenletet:
J'c,ochA=—J' pdA+J'png—T (7.8)
(A) v

(A

Szamitsuk ki ennek az egyenletnek a tagjait. Kdzdg idbegységre ésmozgasmennyi-
ség-valtozast jeletbal oldallal. Ez azA” zért fellletre vett integral — de, minthogy kbzeg
aram csak harom, meghatéarozott helyen van és,sdlad&ebesség atlagsebesség lévén nem
valtozik, azért a kovetkéképpen szamolhatunk:

_pCZABE 0 0
jcchdA:il+|'2+|'3= 0 |+ pPAL 12|+ -pC AL 12 (11.2)
(#) 0 0 0

A (11.2)-l jol latszik, hogy (7.8) vektor egyenlet. A koondta rendszer valasztasanak
megfeleben X' lesz az ,érdekes” irany, azy, iranyban azonosan nulla ddgységre ds
mozgasmennyiség valtozast kapunk ég’arannyal — a két-dimenziosnak tekintbideladat
miatt — egyaltaldn nem szamolunk.

Fontos leszdgezni, hogy al’ yektorok mindegyikének az @kle — mivel vektor €itt az
eléjelnek mindig fizikai tartalma van — pozitiv. A viek komponensek, a kiszamitasnak meg-
feleléen lehetnek akar pozitivak, akér negativak is,radzénogy az integral kiszamitasa mi-
lyen ebjelre vezet. A szamolast megkoniyiegyszeit szabalyként kimondhat6, hogy az
idéegységre dsmozgasmennyiség valtozas vektorok mindig a sebespgenesén fekszenek
és az ellebrzo feluletlsl kifele mutatnak (11.2. abra).

A jobb oldal el$ tagjarol belathatd, hogy az nulla, mivel az ellet feliilet minden pont-
jaban azonos a nyomas:

I pdA = j P, dA = poj dA =0, mert j dA =0; (11.3)
(A (A (A

(A)

A jobb oldal masodik tagja ismét nulla, mivel ¢aftat leirasanal kikotottik, hogy az ere-
do téreBsség nulla:

jpgdv =0, mert g=0; (11.4)
\%

Ezek szerint a (7.8) egyenléticsak a baloldal, illetve a jobb oldal utols6 tagparad
meg:

-pC? A 0 0 T,
L4140 ,=| 0 |+ pPA 2|+ -pCAL12|=-T=~ T (11.5)
0 0 0 T

z

A, T” a testre hatd érvektor, amit a feladat szerint ki kellett szamitdiz (11.5) alapjan
mar egyszdren megtehét(az e6t a baloldalra hozva és az+1 , =0 -t felnasznalva) irhato:

=42 -
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T.| |pcAc| |100001LG 00.0 100
T=|T,|=| 0 |= 0 =| 0 |, azaz T=1000 N (11.6)
T, 0 0 0

Vagyis arra az eredményre jutottunk, hogy a tdsaté eé egyetlen, X’ iranyd kompo-
nense nem nulla, a masik két 0sszétewlla. A testre hato érhatasvonala tehat ax’,ten-
gely. (Altalanosabb esetben ezzel a tengellyelyzaimos.)

(11.6)-bol az is kiderul, hogy, pozitiv, ami azt jelenti, hogy a keresetb €ésszetet a

pozitiv X’ tengely iranyaba mutat. Ennek alapjan pedig &i#hed, hogy a testre hatdders
(mivel a masik két komponense nulla) a pozitttengely irdnydba mutat-6 ).

A feladat megoldasa alapjan levonhaté az a taguksdi szerint (7.8) vektor egyenlet,
belble ebben a feladatban az erektort fejeztik ki, illetve hataroztuk meg. Vagyiincsen
sziikség semmiféle @etes ef-felvételre — egyszéen meg kell oldani a megfeteegyenle-
tet, amildl az eredmény — jelen esetben egy vektor mennyidégdodik.

A mésodik feladdtan a teljesség kedvéért a surlodas hatasat igéljak (vigyazat: ez,
megfeleb atfogalmazas estén ki is hagyhat6 a feladatbpérteaz alabbi alapegyenlétbn-
dulunk ki:

({)cchdA:lpng—j pdA+S-T (11.7)

(A

A (11.7) egyenlet (amely a (7.7)-tel azonos é®sayos kézeg stacionarius, legfeljebb
kvazi-stacionarius aramlasara alkalmazhat6) szdeladat megoldasaban kap fontos szere-
pet. Ebben az éadas vazlatban — mivel ez egy nagyon fontos teriiby példat is bemuta-
tunk. A példa néhany tekintetben a valésagos kdz@gamlasara is vonatkozik — e részek
megeértésehez azéaldas vazlat kébbi fejezeteinek tanulmanyozasa vagy a megadok:- sza
irodalom feldolgozasa sziikséges.

N3, shra nmnm — 1,23 [kgh]

|

|

I

i i
s |
i \ !
i l
[ i
I |
| |

:|B

T=2 Pa = 810 [kg/n?] i

Egy ejernyd kismintat vizsgalunk szélcsatorndban (11.3 a#a)J-csdves manométer-
rel az Ures métér esetén 5 mm, a minta elhelyezése utan 21 marekitmeérinkh). A mé-
réfolyadék sirisége 810 [kg/f). Tegyiik fel, hogy a métér ,B” és ,K” keresztmetszetében
a nyomaseloszlas egyenletes (azaz a ,B” keresztetatinden pontjabanp,” és a K” ke-
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resztmetszet minden pontjabam,,” a nyomas). Legyen a térfogataravn= 64 rrf/ S. Sza-
moljunk tovabba mindkét keresztmetszetben az &lsggséggel. A két keresztmetszet tavol-
saga: | :2[m]. A nehézségi étér hatasa elhanyagolhatd. Szamitsuk ki a kozeples f
csusztato fesziltség értekét! Mekkora és milyemyiiiges hat az efierny kismintara (;J”)

és a levegre (,F")?

A feladatot az impulzus tétellel célsitanegoldani. Az impulzus tétel vektor egyenlet,
harom skalar egyenleiball. Az egyenletek felirasahoz illetve értelmedtsz szikség van
ellendrzo felllet és koordinata tengely kijeldlésére (18lra).

1.4 3bra

A 11.4. abran lathato elléres fellletet (szaggatott vonal jelzi) ugy valasztkitbhogy az
egyszeresen 0sszefigggen tul az gjernyd kismintat teljes egészében magaban foglalja. A
szélcsatorna beisfellletét (belllél) érintse és a be- valamint a kitefeluletek legyenek a
szélcsatorna tengelyére rélegesek, azaz a fellleti normélisok legyenek améadbességgel
parhuzamosak. A koordinata rendszer valasztase itk” tengely vélasztasat jelenti, ez az
egyetlen irany, ami a trivialistol (azonosan nude@dménydl kiilonbdz eredményt ad.

A feladatban szerepet jatszik a surldédas is: andgesest megmértik az Ures dtérese-
tén is. A surlédas hatasat az ellend felilet — henger felllet — ,B” és ,K” pontok kozss
palast részén ébréaivel (S) jellemezzik. Ez az éra palast-felllet és a fali csusztat6 fe-
szlltség szorzatax, iranyu, azonban az abran nem tintettik fel, naarértelme jelenleg
nem ismert — ezt a szamitasbol hatarozzuk meg majd.

Szamoljuk ki ebszor (11.7) bal oldalat, ami fizikai szempontbdliddegységre €s be-
és kilé@ mozgasmennyiség valtozasok éfied Az integraljel alatt allbpc’ dA = dhaz
elemi totmegaramokat adja, ezek skalaris mennyisdggéd tomegaram esetén - miveks
dA kozti sz6g nagyobb 90 foknal, a példankban éppdf 18egativ, a kilép tomegaram
pedig, hasonlé gondolatmenet alapjan, pozitiv.

Az elemi tomegaramokat a sebességgel kell szoranidiegységre ésmozgasmennyi-
ség-valtozas vektor tehat a sebesség egyeneskréespeskor értelme azzal ellentétes, ki-
lépéskor azonos. EBb kovetkezik az az egysZderszabaly, hogy az &&gységre db
mozgasmennyiség-valtozas vektor az élieth felllethsl kifele mutat és a sebesség egyene-
sére esik. A feladatban atlagsebességgel szamaudjelolt integralas tehat igen egysizem
elvégezhdi (a gyakorlatban, igen sok esetben szamolunk &ttegseggel).

Tomegaram az ellénzé felllet palastjan nincs, elegentehat a be- és kilépfelilettel

szamolni. A belép idbegységre gsmozgasmennyiseég-valtozas vektor tehat (ezt a weéto
11.4. abran fel is tlntettik):
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~pCs Ay
lg=| 0 |; (11.8)
0
illetve csak a megfelélkomponenst felirval ,, = - pci A, .
ahol: A, =d?77/4=(11% n)/4 01 n?;
c; =V/A, =64m/s; és: I, =— pc2 A, =—5038 N.

A kilép6 sebesség - mivel a szélcsatornadtede hengeres éstehat a ki- és belépke-
resztmetszet azonog\{ = A, ) — a folytonossag torvénye miatt egyeal belép sebesség-
gel, azazc, =c;. Ennek megfeléen a kilép idéegysegre & mozgasmennyiség-valtozas
vektor tehat:

P A
I = 0 ; illetve csak a megfelélkomponenst felirval,, = pc’ A, . (11.9)
0

ahol: A, = A, 01 m*
¢, =V/A =64m/s.

Mivel a diriiség, a sebesség és a keresztmetszet azonos, adveéry abszolut értéke az
elé6z6 értékkel azonos, &kele azonban a fent megadott szabaly szerint pol&siz, az ered-
mény szadmszéen a kovetkek

[ = PCK A =5038N. (11.10)

Eszerint tehat az égységre s mozgasmennyiség valtozas vektorok éjedebben a
feladatban (mindkét vizsgélt esetben) nulla lesgyis (11.7) bal oldala itt nulla. Ezzel a to-
vabbiakban nem kell szamolnunk. Mas feladatokbemédszetesen mas eredményre jutunk: a
fentiekl a tanulas soran a konkrét feladat megoldasa thell@pveten a szamitasi mod-
szert célszérmegérteni és elsajatitani.

A (11.7) egyenlet jobb oldalan, az &lselyen az elledrzé fellletbe zart folyadékra hato
térfogati ebk eredje all - ezt a szamitasban elhanyagoljuk. Az arataté oktatasban, az
ilyen tipusu feladatoknal ez megletetn gyakori, azonban az elhanyagolasnak legalabb tu
datosnak illik lennie: ezt a tagottekor meg kell vizsgalni és csak ha valdban megédraiied
akkor szabad elhanyagolni.

A jobb oldal masodik helyén a nyomasbdl szarmaildti etk eredsje talalhato. (A
harmadik helyen a csuUsztat6 fesziltségelzarmazo felileti érszerepel.) A beldép és a
kileps feluleten értelmezett, nyomasbol szarmazi erll1.4. abran tuntettik fel K,;" €s
» Fo"). Mivel a folyadékokban a nyomas csak nem-negéiltalaban kifejezetten pozitiv)

lehet, ezek az 8k mindig kintil befele iranyulnak. Ezt fejezi ki egyébként a &ddjt szerep-
16 negativ &jel is: ti. a megfeld e ellentétes a fellleti normalissal, amely mindifgkd
mutat.

Mivel feltettik, hogy a nyomas a be- illetve aékil felilet mentén nem valtozik, ezért
ezeknek az éknek a kiszamitasa is igen egysizer
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Pe A ~ P A
- J' pdA=Fg= 0 |; és hasonléan: F = 0 ; (11.11)
Ay 0 0

illetve csak a (nullatol kilénb& komponenseket felirva:

Foex = Ps As s és  Fo,=—pc A. (11.12)

Az ellerbrzo felllet egyszeresen 6sszefaggart fellet. A be- és kilépfellleteket, a
métér falat beltldl érinto, hengerfelilet koti 6ssze. Ezen a nyomas egy-ékgr fmentén
allando, igy az elith szarmazo, a hengerpalaston keletkez felliletre meileges ef nulla.
Létezik azonban surl6das, amit az Uresdtégresetén mért 5 mm-es manométer kitérés jelez.
Ures mébtér esetén tehat a nyomaskulonbség (a es@disége a méfolyadék siriiségéhez
képest kicsi, ezért ezt nem vesszik figyelembe):

p. — Pk = 0., gh=810[P8110005= 397 N/n; (11.13)

Tovabbra is az Ures niéderet vizsgalva, felirhatjuk a nyomasvaltozasbéarsmzo eit:

Fiox t Fr= (P~ P) As040 N;  ahol: (11.14)
A=A =dm/4=1.13m /40 In?

A nyomasbdl szarmazo efedrd pozitiv (mert p; > p, ), tehat a pozitivx’ iranyba mu-
tat. A vizsgalt esetben, (11.7) szerint tehat actéérfalat beltlél érint6 hengerfellleten a
surlédasbdl sza&rmazbdegés a nyomasvaltozasbol szarmazibven egyensulyban:

40| |-40
0=F, +S; azaz:S=-F,=-| 0 |=| 0 |; tehat:S, =— 40[N]. (11.15)
0 0

A surl6dasbol sza&rmazddetehat a negativx, irdnyba mutat, azaz (amint azt a fizikai
tapasztalatink szerint el is varjuk) az aramlo kjgtdékezi. Ez az eredmény fontos lesz a ma-
sodik kérdés megvélaszolasakor is, dssdr is ennek alapjan szamithatjuk ki a fali catszt
feszlltség atlagos értékeét.

Annak a hengerpalastnak, amin a csusztato fesgidisred a fellilete:

A, =dmrl=113m7 2= 7,.[m?. (11.16)

Az atlagos fali csusztatd fesziltség pedig @zabszolat értéke és e palastfelllet ismere-
tében szamithaté:

r,=S,/A, =40/71=563[N/ m?. (11.17)
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Ezzel az els rész-kérdést megvalaszoltuk. Vizsgaljuk ezutaraazsetet, amikor a néer
térben az efterny6 kisminta is bent van. Ekkor a nyomasthkitérése 21 mm. A szamitasban
megvaltozik a nyomasbdl szarmazé,a két, X’ iranyu ekkomponens erdfje ismét kisza-
mithat6, mivel a nyomaskilonbséget az U-cséves mater mutatja (a levégsiriisége a
meérsfolyadéek siriségéhez képest kicsi, ezért ezt most sem vesgpitdmbe):

Ps — Pk =P, 9h=8100981MP21=1669 N/m’. (11.18)
ezzel:
Foox ¥ Fooe=(Ps— Py) ALO+167[N]. (11.19)

Az eredmény egy pozitiv szam, azt mutatja, hodgvagre hatd, nyomaskulonbséib
szarmaz6 eréders a pozitiv X’ irAnyban hat. Az ergders irdnyat a szdmolas automatikusan
szolgéltatja - ha pozitiv szamot kapunk, akkor @zaepozitiv X’ iranyban, ha negativ sza-
mot kapunk, akkor a negatix’,iranyban hat!

irjuk fel (11.7) erre az esetre érvényes, egyssitatt alakjat:

0=-[ pdA+S-T=F +S-T. (11.20)
(

(11.20) jobb oldalan all6 haromaéekdzul a nyomaskilénbseégibszarmazo éit es a sur-
l6das hatasara keletkerrst mar kiszamitottuk (+167 N, illetve - 40 N). A teshatd ef —
ez az ejfernyd modellre hato € — innen mar egyszigen szamithato:

T=F,+S = T, =F,+S,=167-40=+ 12][N]. (11.21)

Ez az ef a szamitasunk eredménye szerint a felwéttgngely irAnyaval azonos iranyba
mutat. Ez az irAny megfelel a fizikai varakozasimakDe hangsulyozzuk: nem kellett a® er
irAnyat ebzetesen felvenni (megvalasztani): a (11.7) egybblletz (is) kovetkezik! Az €r
kiszamitasanal bemutatott mdédszer az egubbeesetekben korilményesndintiet. Nem
szabad elfeledkezniink azonban arrél, hogy a szeumithal az éivektort hatarozzuk meg
tehat annak nagysagés irdnyatis kiszamitjuk - ebbe a gondolatmenetbe dz"tzlvétele"
nem illeszkedik.

Szamitsuk ki végul — a feladatnak megi@el — a levegre (kbzegre) hatd ér. Amint az
a (7.5) egyenlet magyarazatanal mar olvashato aatipst kiszamitando @rek a testre hato
erd (T) a reakcio ereje, igy:

F=-T= = F =-T,=-127[N]. (11.22)

Az aramlastanban az impulzus tétel alkalmazasdédlin akkor szikséges, ha a feladat-
ban energia be- vagy elvezetés van. Ebben, a wkmpegyszdr feladatban csak az impul-
zus tételt, a folytonossag térvényét és a hidtibstalapegyenletét alkalmaztuk, a Bernoulli
egyenletre nem volt sziikség.
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A Borda féle (éles sz&) kifolyényilas

Tekintstik az aldbbi abran vazolt tartalyt, mélyidealis kdzeg folyik ki. A kifolyasi se-
besség a Bernoulli egyenlet felhasznalasaval shatditEz tulajdonképpen példa ennek az
egyenletnek az alkalmazaséara. A Bernoulli egyesiletimazasakor gyakran sziikséges koor-
dinata rendszer (itt: 11.5. abra;Z’ koordinata rendszer). Sziikség van tovabba (legalkét
pont valasztasara — ezek itt &2 ¢s ,2" pontok.

1
[
h
z
] R i Py 4
P — S
1.5, #bra (potpgh)A | 2 o

: f B - i‘f_—-—-ﬂs
i—:-» = ———— :
L | Py

A 11.5. abran lathaté egy igen egyszatkalmazasi példa, hiszen (7.16) hat tagja k6zull
minddssze keftmarad az egyenletben, ezeket kiirva a (11.23ajuk:

2

{C—;} +[u]’ =0 (11.23)

1

Feltesszik, hogy a 11.5 abran lathat6 1-es pordlsabesség jo kozelitéssel nulla. Ekkor
(11.23) a kdvetkgzmaodon irhato:

2 02
{&_E}L[o—ul =0 = %—ghzo = G =4/2gh (11.24)

A kifolyd kozeg keresztmetszetének kiszamitasaléen sziikség van az impulzus tétel-
re is. Ezzel ez egy olyan minta-feladat is, amelydd@ernoulli egyenlet és az impulzus tétel
egyutt alkalmazando.

Folytassuk a megoldast: az impulzus tételt 2 tengely irAnyaban célsze(és kell) fel-
irni:

PCA=(p+pah A p# (11.25)

Végezzik el a lehetséges egyfisédéseket és helyettesitsiik be a Bernoulli egyiilet
kapott kifolyasi sebességet az impulzus tételbe:

-48 -



11. Az impulzus tétel alkalmazisa

2
pchS:p%ZA = A= A2 (11.26)

A tényleges sugar keresztmetszat)(és a kilép geometriai keresztmetszeA} hanya-
dosakeént definialhat6 a kontrakcios tényez

a= %; a Borda féle kifoy6nyilas esetéberr =0.5 (11.27)

A kontrakcios tényeit az aramlastan mas teriletein is hasznaljak: iblkalmazas pl. a
ménperemek este — ezeket a hallgatésag a laboratomémések soran ismeri meg.

Az impulzus tétellel kapcsolatos tovabbi feladdfokl3. ,,Sarlodasmentes aramlas” ¢im
fejezetében, a 28. példatdl kédden olvashatok.

Példa a Coanda effektusra

A Coanda effektus (Coanda hatas) nagyon egysmea folyadéksugar gorbilt fellletre
tortérd feltapadasat jelenti. Ezt a hatast barki egysaekiprobalhatja: ha a 11.6. abra bal
oldali rész 4brajan lathatd modon egy kanalat aladakifolyd vizsugarhoz elég kozel tar-
tunk, akkor a sugar a kanalhoz tapad és gorbiyapatoveti a kanal fellletét. Vagyis a viz-
sugar a kanal falahoz tapad. Ugyanezt lathato -vegglas vazlaton — a 11.6. abra jobb oldali
részeén is. E vazlatrol (is) lathatd, hogy az aramalak gorbilnek, emiatt pedig, a centrifuga-
lis eStér hatasara a nyomas a kanal &ididiletétl indulva a sugar szabad felszinéig névek-
szik és a felszinen éppen a kdrnyezeti nyomggs}k €ri el.

a kanal
kiilsé feliilete

11.6. 3bra

Py
gorbiilt T
aramvonalak \\\W<«—" 2,
F.
nyomas —
novekedes
T=-F

A gorbult sugérbeli nyomasvaltozast — adott esetbaz Euler egyenlet normalvektor ira-
nyaba felirt komponens egyenletének (7.14 kifejemésodik tagja) felhasznalasaval lehetne
kiszamitani.

A fentiekben bemutatott nyomaskulonbsélgizarmaztathaté ér(F) biztositja a sugar
eltereléséhez szikségester ez az impulzus tétel targyalasanal mar bemittdtdyadekra
hato eb ( -~ 7.6 kifejezés és a hozzéa taroz6 magyarazat).

Masrészt, természetesen, a kandlra (a ,testra”aHalyadékra hatd érreakcio ereje,
T =-F . Ez az &b, a folyadékra hato ével analég modon, a kérnyezeti és a lecsokkent nyo-
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mas kulonbsége alapjan szamithatd, mindossze aaskimbnbseg iranya és ezzel a3 ér-
telme fordul ellentétesre. Kéllodafigyeléssel egyébként, ezt adtea kisérleted személy
erzékeli is.

Egyébirant a Coanda effektus létrejotte alapeetnem fligg a kdzegek milyenséggt
példaul leve§ kbzegben kialakul6 levégsugar is feltapad az utjabardfelrdul6, gorblilt fe-
lUletre. A replibgépek szarnyain szamos, ilyen alkalmazast talatkatDe gyakran kihasz-
néljak ezt a hatast a versenyautok esetében is.

Feladat

A Coanda hatas vizsgéalatara alkalmas a 11.7.kabraldali rész abrgjan bemutatott kisér-
leti berendezeés is. Itt egy vizszintes vizsug@l égy fonallal kikotott hengert. A sugar a hen-
gerhez tapad és egy darabig — az abra szerintk8® tarilfogasi sz6gig tapad a hengerhez,
majd ezutan levalik és (nagyjabdl) egyenesen hahaébb. A gorbllt sugéar-rész tartja meg a
hengert, az abran jelzett pozicibban. A feladatk&@idés a henger sulya. Feltesszik, hogy az
abra sikjara métegesen semmi sem valtozik! Legyen tovabba a kddedlis, azaz surlo-
dasmentes és 6sszenyomhatatlan.

1.7. 3bra ( fonal )
Ay, = 107 m?
p=10"kg /m’
Megoldas

Azt, hogy a gorbult sugéar képes a 11.7. dbranlvenger megtartasara, a korabbiakban
mar megindokoltuk. A kérdéses sul§yesizamitasara az impulzus tételt céléfethasznalni —
bar elvileg az Euler egyenlet felhasznalasavathgtine szamolni, csak az a szamolas a java-
solt, impulzus tételes megoldasnal sokkalta boritadib lenne.

Az impulzus tétel (7.6, 7.7, 7.8 stb.) alkalmab@zakoordinata rendszer (11.7. abra, jobb
oldali rész abraja,x;Z’' koordinata rendszer) és egyszeresen 6sszéfigat ellewrzo felulet
(11.7. &bra, jobb oldali rész abra, szaggatott Nddijealdlése sziikséges.

Tegyuk fel, hogy a sebesség mind a be- mind pkikeresztmetszetben alland6. Az
energia megmaradas elve alapjan kijelethebgy a be- és kilépsebesség abszolut érteke
azonos, mivel sem a nyomas, sem a helyzeti enaggiavaltozik. Ezért a mozgéasi energia
sem valtozhat. Ezért a kilésebességc,, =2ny s, csak az irAnya mas, mint a beélé&ebes-

ségeé.
A sebességek abszolut ertékének azonossaga atapjdolytonossag térvénye alapjan —

megallapithatd, hogy a sugar kikéfkeresztmetszete azonos a bélédresztmetszettel:
A, = A . Irjuk fel az impulzus tétel (7.8) e feladatraatkazott alakjat:

-850 -



11. Az impulzus tétel alkalmazisa

_pCéE A\BE pc|2<| A<| [¢0s 30 -l;
0 |+ 0 =~[ pdA +[ pgdv-| 0 (11.28)
0 oc A, in30[ # v T

A (11.28) jobb oldalan all6, nyomasbdl szarmazibéetéke nulla, mert az elléres fell-
let minden pontjaban allandé a nyomas. A masodjktta a viz sulydbdl szarmazder ha-
nyagoljuk el, valasszuk nullanak! Ezzel a kovetkeredményre jutunk:

—pCéEABE+pCf<|A<|E:OS30=—-|; = -I;:péE %E(l_ 0053):

) . _ (11.29)
és p¢ A BIN30=-T = T=-p ¢ A.sin30
A feladat adatainak behelyettesitésével kapjudaszeil végeredmeényt:
T, =+0.536N
T,=-2N (11.30)

Ezek szerint a szamolasunk a 11.7. abra jobb alésdi abrajan — intuitiv alapon felrajzolt
— eBnek megfelgl eredmeényt adott: a hengerre (testre) haipafelvett koordinata rendszer
pozitivitasainak megfeléen egy felfele hatoT, = —-2N) 0sszetebbdl és egy jobbra iranyuld
Osszetetbol (T, =+0.536N ) all. Persze, aT,” erét nem kellett volna éfe felrajzolni, azt
igazabdl a fenti szamitasbdl szamitottuk ki, ésradményt abrazoltuk.

A henger sulya — nyilvanvaléan 6 =-T, =+2N, lefele hat0 €, ez a 11.7. abra jobb
oldali rész abrjarol rogton kovetkezik.

A feladat megoldasat kissé megneheziti az, hdggngerre hat6 éket kilénb6sd szem-
pontok szerint csoportosithatjuk. Azt javasoljukgi a henger egyensulyat — a 11.7. abra
jobb oldali rész abraja szerint — harond egyensulyaként tekintsikk +G +T =0. igy
mondhato ki, hogy a hengerre, a folyadéksugar aldbhat6 e (amit szamolunk is) aT,”
erd. (Nyilvan a sulyef és a kotéldr is hat a hengerre, de ezek aékeéppen azok az &k,
amelyeknek az 6sszegét a folyadéksugarnak ki ggérditenie!)

Csak megjegyezzik, hogy a fonalban (kotélben)@®MN3hizoeé ébred, azaz &, , aho-
gyan azt el is varjuk, negativ.
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12. A Bernoulli egyenlet alkalmazasa -52 -

Ismételjik meg aenergia megmaradaslvére épifi Bernoulli egyenletet:

2

{(gfj dSJ{CZZl +[u] +Jj%)—j(cxrot 9 ds—f ¢ ds0 (7.14)

1 1

A (7.16) egyenlet idedlis kozeg olyan aramlasavere/es, ahol az aramlas két, kijelolt
pontja kdzott sem energia be- sem elvezetés ninéenti egyenlet levezetése részletesebben
pl. [5]-ben, annak 13.1 pontjaban olvashatd. Smifg-ben, a 13.12 alpontban olvashat6 az
az Ot eset, amikor az aramlas orvényes ugyan,.i6)(@gyenlet bal oldalanak két, utolsé tag-
ja egyutt zérus eredményt ad — vagyis ezekben eteldmen e két taggal nem kell szamoilni.
Ezeket az eseteket itt nincs mdédunk részleteserrtistmie csak megjegyezzik, hogy a v
ben, ebben a kdrben csak olyan feladattal foglalkkzamelyekben a két emlitett tag 6sszege
nulla. Példaként a legegystibbet, az 6rvénymentes aramlast emlitjuk. Ennek ned§én a
Bernoulli egyenlet altalunk hasznalt, legaltalafdsalakja (6rvénymentes aramlas potencia-
los ebtérben) az alabbi:

I(‘;f} ds J{ZT +[u]; +f%)=0 (12.1)

1 1 1

Amennyiben pedig aisiség is allando, akkor az alabbi format kapjuk:

J%( j ds +{—2+U +_p} =0 (12.2)
1 Y

1

llletve, idsben alland6 aramlas esetén a Bernoulli egyenlat &gyszeil, de gyakran
hasznalt alakjat kapjuk:

2 2
{C_Jru +_p} -0 (12.3)
2 P

A Bernoulli egyenlet segitségével igen sok felamldhaté meg. Egy rovid, egyshepél-
dat mar be is mutattunk a 11. pontban. Ebben, adriban egy, az &ben valtoz6 sebessiég
aramlasra vonatkoz¢ feladatot oldunk meg, mivekebd feladat tipusban van néhany, figye-
lemre méltd és megjegyzésre javasolt megoldasslépé

A 12.1. 4bran lathaté egy allandé keresztmeiisZdt csé, melyben két, nem keveréd
folyadék talalhato. A zarolap eltavolitasanak pidleaban gyorsulé aramlas indul meg. Az 5.
pontban leirtak szerint ez lokalis és egyuttal -aleendd keresztmetszet miatt — a teljes gyor-
sulas is. Elvileg ugyan az ,U” 6két szakaszan, ahol a vizszintes és adiéggs szakaszok
csatlakoznak, létezik konvektiv gyorsulas is — esxebesség iranyvaltozasa miatt keletkez
centripetalis gyorsulas. Az etlbadodé nyomasvaltozas a megindulé aramlas iranydéné-
leges, igy ez szamunkra elhanyagolhat6. Végeredomeényghat elegeidda lokalis gyorsulas-
sal szamolni.

A folytonossag térvénye szerint, allanddisédi aramlas esetén igaz az alabbi 6sszeflg-
gés:
Ac=Ac=Ac= allandd (itt" Aa css keresztmetszele. (12.4)



12. A Bernoull eoyenlet alfalmazisa

Szamitsuk ki a fenti kifejezésddzerinti parcialis derivaltjat:

ac dc, dc ; .
A =-AZ2 =A== A= allandt.
A ot A ot ot (12.5)

Ezek szerint kimondhatd, hogy a lokalis gyorsutaalando 8riissédi kbzeg, allando ke-
resztmetszétcHben tortéd aramlasa esetén — allando; a keresztmetszet asftasetén pe-
dig azzal forditottan aranyos.

Egyes, idben valtozé aramlasok vizsgalatara a Bernoulli elpganegfeled alakja (12.2)
hasznalhatd. Ennek, a gyakorlatban is fontos teréketeljesebb bemutatasa érdekében old-
juk meg az alabbi feladatot:

A kornyezeti nyomas: p, z Az A’-ban lévé
fedélapot hirtelen
(Zarélap) eltavolitjuk.
— A C
{ Mekkora a
R lokalis gyorsulas
h p, =1000kg /m a nyitas
< pillanataban?
12.1. 3bra ' h=0.4m fy A kszegek
B idealisak
_ 3 és hem
p, =800 kg/m keverednek.
1§ H=1m ) (Allanda
i ] keresztmetszetii
. " e ————— Y
\i\ /./ ,U” —csdl)
i s=0.2m i

Rogton megallapithatd, hogy a zarélap eltavolitakéillanatdban a kdzegek sebessége
(még) nulla, a geometriai kép (még) nem valtozikngsmas az A" és a ,C” pontban egy-
arant p,, azaz azonos a kornyezeti nyomassal. Megallapithatis, hogy — mivel azAB’

cshszakaszon elhelyezkédolyadék sirisége nagyobb, mint a masik oldalondémegfeleb
folyadék-oszlop &riisége — a lokdlis gyorsulag\;tél , C” felé mutat, abszolat értéke pedig
(12.5) értelmében, mindeniitt allando.

A feladat megoldasahoz kétglien valtozé aramlasra vonatkozé Bernoulli egyenlett
felirni. (Ez mar onnan is lathatd, hogy a feladatkét kozeg szerepel!) Az egyik Bernoulli
egyenletet azA” ponttdl a ,B” pontig, a masikat a(” ponttdl a ,B” pontig irhatjuk fel:

B T 2 B
I[Ej ds+{c—+u +_p} =0; (12.6)
ACA! 2 2N

és:
B T 2 B
I(Ej ds+{C—+U +£} =0; (12.7)
s\ ot 2 o |

Rendeljik a nulla magassagot aA( ” vizszintes vonalhoz. Ekkor, mivel ebben a fel-
adatban a nehézségbtr (és csak az) hat, a potencial a kovetkapdon irhaté fel:
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12. A Bernoull eoyenlet alfalmazisa

U,=U.=0 és U;=-gh; (12.8)

A nyomasokrol, amint azt mér részben leirtuk, egéhato, hogy:
PA=P R=R ey természeteden ; p mindkétiranybdl ngzeaos

Jel6ljuk a lokalis gyorsulas értéka’;val. Ez vektor mennyiség, melynek iranyat a ko-
rabbiakban mar megallapitottuk. Szamoljuk ki a liskgyorsulasra vonatkozé integralokat:

B(dc T B B

I[—j dszj' d ds=ah=0.4a és I d ds=-a H- s( H h|=-18 a (12.9)

A at A

C

Az el integral értéke pozitiv, mert a gyorsulas és a&teim vektor értelme azonos, a
kozbezart sz6g nulla fok, ezért a skalar-szorzaitppoértéket ad. A masodik integralban a
gyorsulas vektor és az ivelem vektor értelme émblentétes, azaz a kozbezart sz6g 180 fok
— a skalar szorzat eredménye ezért negativ.

Az A’ ponttol a ,B” pontig felirhatd Bernoulli egyenlet tehat (figgehbe véve, hogy a
sebesség azonosan nulla):

O.4a+[—gh—q+{&_&}:o azaz: 04 & gh{&_&}: 0 (1210)
AP )

Az ,C” ponttdl a ,B” pontig felirhato Bernoulli egyenlet pedig:

-1.8a+[-g h—Cﬂ{&—&}:O azaz. - 18a gh{&—&}: o (1211
P P P P

A feladat megoldasahoz hasznaljuk fel, hogyBa pontbeli nyomas mindkét kdzegben
azonos:

o (0.4a-gh)+(p- p)=0; (12.12)
p,(1.8a+gh)+(p-p)=0;

Adjuk Ossze a két egyenletet:
p.(0.4a-gh)+p,(1.8a+ gY= 0 azaz (12.13)

h -
4= 9h(e-p) | 0.810.41200 . om

1.8p,+0.4p, 1.81806 0.4 1000 <

A Bernoulli egyenlet szadmtalan, egydg#ren megoldhaté aramlastani feladatban hasz-
nalhatd. Ezen, tovabbi feladatokra itt csak a figyal hivhatjuk fel: ennek a fontos egyenlet-
nek a megértése, alkalmazasanak megtanulasa éetekék, ide vago feladatot kell 6nalléan
megoldani!

Az Bernoulli egyenlettel kapcsolatos tovabbi fetek talalhatok [7] 13. ,Sarlodasmentes
aramlas” cind fejezetében (1-27. példa).
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13. Légcsavar, hajocsavar és szélkerék - 55 -

A légcsavar (hajocsavar) és a (vizszintes tefijaxelkerék két, nagyon elterjedten hasz-
nalt aramlastani eszkdz. Ezért foglalkozunk ittar & lehei legegyszdibben, az un. sugar-
elmélet alapjan — ezekkel az eszkdzokkel.

A hajocsavar és légcsavar a hajok, illetve répépek és egyéb eszkdzok (pl. Iégparnas
jarmiivek) mozgatasdhoz szilkséges votagoloen) létrehozasara szolgal. Modésének
fizikai alapjai a13.1. abra alapjan vizsgalhato:

A — sugarkép:
¢, Cy TV Cy Ty
- B >
0 1]2 3
13.1. 3bra
B — nyomas P
eloszlas: '\
Py P =Dy
C — sebesség P
eloszlas:
G C, tv Cy TV,

A hajécsavar és légcsavar a rajtuk ataramlo kazegebefektetett motorteljesitménynek
koszonheten — hatrafele felgyorsitja. Ezen a modon értettaz ebre mutatd, ugynevezett
propulzids eb. Ez az e az, ami a sz6ban forgo jatinet mozgatja.

A 13.1. abranak megfetiEn a belép kozeg-jellemdk ,0” indexet, a légcsavar sikétli
kozeg-jellemdk ,1” indexet, kbzvetlenll a sik mogotti jelleiz,,2” indexet és végul a kilé-
po jellemzk ,3” indexet kapnak.

A 13.1. és a 13.2. 4bran egy, ugynevezett ,alkifest” lathato: ez egy olyan tarcsa,
amelynek fellilete a hajécsavar szarnyak vagy ss8ga lapatok altal surolt felllet. A tarcsa
elétt depresszio f, < p,), mogotte talnyomas, > p,) uralkodik. Feltesszik, hogy a tarcsa

a sugarat nem forgatja meg. A nyomasnovekedés gamta bevezetett motorteljesitmény
kovetkeztében all 8| Ebben, a legegysddb targyalasmodban a tarcsa vastagsaga nulla, va-
gyis a nyomas ugrass#en novekszik meg. Nyomatékosan hangsulyozandd, hagyomas
ugrasszdr valtozasanak fizikai oka kell legyen: ez az oldiega. llyen, fizikai ok hianyaban
(fizikai ok lehet pl. a felllet vagy egy I6késhuiiia nyomés csak folytonosan valtozhat.

Az impulzus tétel x”-komponens-egyenlete al3.2. abran véazolt éish fellletre az
alabbi formaban irhato fel:

0=-pA+pA-T, innen T=( p- P A( E A~ A 2|7{r); (13.1)



13. I éocsavar, hajdcsavar és szélkeréf

A 13.2 4bran az impulzus tétel felira-
sahoz szikséges egyik lehetséges @ten
z6 felllet lathatd. A felllet szorosan

p,4, korllveszi a legcsavar-kort. Ezért ekkor
az idbegységre gsmozgasmennyiség val-
tozas vektorok a be- és kilépésnél azonos
abszolut értékek, de ellenkez értelnmiek,
vektori 6sszeguk tehat nulla.

13.2. 3bra

Ez az egyenlet aT,” vonoelt hatarozza meg, a nyomaskuilonbség alapjan. Mezgegy
do, hogy a vondéey, természetesen vektor mennyiség. Mivel ez a feleggmérei, az itt ér-
vényes vektorok mind azx,” tengellyel parhuzamosak, a vektor jelleg adjedlikben jut
érvényre. Ez, ebben az esetben azt jelenti, hqgyzdiv ebjel miatt az e az ,x” tengely
pozitiv iranyaba mutat.

-------

X
CO CD +V CO +V3
13.3. 3bra 4—*(; " g _3 : >
[ |
° i

A13.3. abra az impulzus tétel felirasanak madietseges modjara nézve ad Utmutatast.
Ebben az esetben — némi egyfizéessel szolva — felteligthogy a kérnyezeti nyomas az
ellensrzo fellleten mindenutt allando — a fellleti integagtighat nulla.

Az impulzus tétel x"-komponens-egyenlete erre az esetre:
l,=13=-T; azaz mg- rﬁ &t é)z‘ T (13.2)
tehat: T= my;
(megjegyzés ‘mo R, e ))/

A 13.1. vagy 13.3. abra alapjan két Bernoulli edgeirhaté fel: az egyik a nulla és egyes

pont k6zé, a masik a kettes és harmas pont kbzégyes és kettes pont kdzo6tt energia beve-
zetés van, ezért oda egyszBernuolli egyenletet felirni nem szabad. A kétaggt:

PGP (&*Y) (13.3)
o 2 p 2
(%) by, (G*) (13.4)

Yo, 2 Jo 2

Vonjuk ki (13.4)-Bl (13.3)-at:
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p-p_(6+w) & _2qu+V_(26+v)y. (13.5)

0 2 2 2 2

A fenti egyenletbe a nyomaskulonbség alapjan b&irh vonoe.

p-p_ T _ vy _

(26 +v) v oy (13.6)
0 oRm pRm = w=2v

6+ )y =227

A (13.6) egyenlet végkovetkeztetése szerint alit@wukalt sebesség kétszerese a kdzeli-
nek. Ez fizikailag azt jelenti, hogy a légcsavaraj@tsavar) éitti nyomascsokkenés
(p, = p,) kovetkezteben jon letre a kdzeli indukalt sebgsBeutan, a bevezetett motortelje-

sitménynek kdszonh#tn a nyomas hirtelen megnovekszix - p,). Mivel a légcsavar sik-

ja utan kialakulé nyomas nagyobb az atmoszférikysma nyomas lecsokken, mikdzben
létrejon a ,masodik” indukalt sebesség, azaz vétyeémyben a tavoli indukalt sebesség.

Ez az eredmény csak idedlis kozeg aramlasara y@sérs csak akkor, ha nem vesszik
tekintetbe a légcsavar-sugar forgasat (amely fovgéssagos viszonyok kozott mindig létre-
jon). De az az allitas, ami szerint a tavoli indulsgbesség a kozeli kétszerese valdsagos
aramlasokban ugyan csak koz#t igaz, azonban — egysiiede j0 kdzelités |évén — na-
gyon sok kérdés targyalasakor alkalmazzak.

Vizsgaljuk meg a légcsavar (hajocsavar) energaenyait. Szamitsuk ki azt a hatasfo-
kot, amit a hasznos teljesitmény és a léne§ atadott mozgasi energia hanyadosa alapjan
szamithatunk:

n. = TG - G4 _ 1 . (13.7)
P 1
" (c,+2v)" 2| 4qv+ WV
2 2 Co

A (13.7) kifejezés a propulziés hatasfokot hataeomeg. Ez a hatasfok rendkivil fontos,
azt jelzi, hogy valamely ét, adott zavartalan aramlasi sebessggy ¢seten a lehétegkisebb

indukalt sebességgel célsizdétrehozni. Ez azt jelenti, hogy a kis zavartatabességhez
nagy légcsavar atmg&tartozik. A hajocsavaroknal a kézeg viz — enngkisege a leveimnél
tébb mint 800-szor nagyobb. A hajécsavaroknal teld@tt eét joval kisebb indukalt sebes-
séggel lehet létrehozni — ezért a hajocsavarok réjengiszonylagosan sokkal kisebb lehet,
mint a légcsavaroké. A propulziés hatasfok egy &lagasfok, a Iégcsavarok, hajécsavarok
val6sagos hatasfoka (6sszhatasfoka) ennél csatatiissehet!

A hajécsavarokkal kapcsolatban még megemltiehdgy ezeknél a légcsavarokkal ellen-
tétben a lapéatok a teljes surolt keresztmetszessttleg még tobbet is) lefedik. Ezért, amig a
légcsavar lapatokat élkozelitésben egyediléllé szarnykeént is kezelhegidgklig a hajocsa-
var — részletesebb vizsgalat esetén — lapatracskéntitando.

A szélkerékmiikbdése soran a rajta keresztularamlo |ét@gnergiat vesz el. Ezért ezt a
leveghtomeget a szélkerék lelassitja. Ekdzben, termésaeteengelyiranyu éris hat a szél-
kerékre — ez azonban csak a szélkerék és tart@zatéinek igénybevételét jelenti, hasznot
nem hoz.

A szélkerekekkel egyébirant azert kell foglalkozmiert ez egyrészt a Iégcsavarok egy,
specialis Uzemallapota, masrészt 6nallo alkalm&zaapjainkban rohamosan terjed.
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¢, GV c, —2v
- —— | —————— - s s — - — —
13.4’. abr‘a ) : '0 12 2)_’
I, 1

A 13.4. &bran a szélkerék korul kialakuld sugdekkathato. A tavoli indukalt sebesség itt
— a (13.6) egyenlethez hasonlé meggondolas aldggkthatéan szintén a kdzeli kétszerese —
a 13.4. abran mar ezt tintettik fel.

Szamitsuk ki azt az energia-aramot (teljesitmémait a leve§ a szélkeréken tortén
athaladas kozben lead:

AE:m{%_M}pg—ﬂ( .- 9{&;_@}/, fn( g~ Y2y (138)

Ez a teljesitmény az indukalt sebesség fliggvémyeéktozik; hatarozzuk meg e valtozas
szél$ertékeit:

d(AE 13.9
gv):—z(co—v)zwz(%—wz:o = (6- 97 g-3)=0 (139
A (13.9) egyenlet nullaval egyénlha:
G =V, (13.10)
C, =3v;

Az el megoldas fizikai lehetetlenség: ebben az esettertlasebessége a szélkeréknél
nullara csbékkenne — vagyis a ledegem aramolna at a szélkeréken. Masik oldalrél eézv
messze a szélkeréek mogott a szél sebessége — &blesetben — éppen az ellerijére for-
dulna. Ez is teljességgel lehetetlen.

A masodik megoldas valéban sz@eék (ez a masodik derivalt alapjan, vagy a géebe
vazolasaval konnyen belathatd); ez a fizikailagekeb teljesitmény maximuma is. Ezzel a
teljesitménnyel szokas az un. Betz-féle hatasfd&éinialni:

2
. R? ~5 2%
- "(Q) 3) 3_16 (13.11)
Neetz = 2 2 _2_7' ’
,ocoRzﬂC; ,oc;JRZﬂC;

A (13.11) kifejezés szamlal6jaba a (13.8) kifegzétuk, Ugy, hogy behelyettesitettik a
c, = 3vosszefiiggést. A nevélze a szélkerék feluletének megfélétluleten (R*77), a zavar-
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talan szélsebességgal, ] érked leved energia-aramat irtuk. Ez tehat azt jelenti, hogy e

szeélkerék a hozza elméletileg érkenergiaarambdl legfeljebb a Betz-féle hatasfokmakj-
felel6 hanyadot képes hasznositani. Ezért a szélkerekeMaéiv hatasfokrdl (a ténylegesen
Kivett teljesitmény és a Betz hatasfokkal csokkemedjesitméeny hanyadosa) é€s abszolut ha-
tasfokrol is (a ténylegesen kivett teljesitménypé®rkes teljes energiadram hanyadosa) szo-
kas beszélni.

A szélkerekekkel kapcsolatban meg kell még jegydaogy a fentiekben, az impulzus
tétel alapjan ismertetett szamitasok csak korldtarcérvényesek. Amennyiben az indukalt
sebesség megkdzeliti a végtelen aramlasi sebeskdgakkor az aramlas lényegesen mas-
képpen alakul (6rvényes zonak lépnek fel), minta#t3.4. abran vazoltuk. Ennél fogva a
megfontolasaink érvényiket vesztik — ilyen esetakggakran empirikus 6sszefliggéseket
alkalmaznak.

Az elméleti megfontolasok masik korlatjat az atagsfordulatszam jelenti. A szélkere-
kek esetében aithodeési kerlleti sebesség éltaléban[ﬁﬂ] s] nem tulsdgosan magas értek.

(A helikopter rotorok rotorlapatvég kerileti seligs névieges allapotban 2p@/ g -korili

érték.) A szélkerék lapatok alacsony fordulatszé@setén a lapatok nem fedik le a teljes su-

rolt feluletet (R*77), az érkeé levegsaram egy, akar jeleds része is, sebességvaltozas nélkl
halad at ezen a keresztmetszeten. Ez pedig antijedegy a teljes korfelllet, mint feltétel
nem tarthato — emiatt a szélkerék méretezésbebhokarrekcidkra van szikség.
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Mintafeladatok

A légcsavarok és hajocsavarok gyakorlati alkalmazgencsak széleskgrazonban ezek
a feladatok altaldban jeldisten magasabb szintet képviselnek, mint az e taftangmegki-
vant szint. Ezért csak egy nagyon egyszbevezsi jellegi feladatot mutathatunk be.

Feladat a 13.5. abran egy hajocsavar vazlata lathaténdth §risédi (6sszenyomhatat-
lan) kdzeg (viz) érkezilc, sebességgel. A hajocsavar toloereje 1000 N. Aal@itopulzios

hatasfok értéke (0.72). Kérdés a hajocsavar @fméa hasznos teljesitménye, illetve a viznek
atadott (tehat a forgatashoz legalabb sziksédgsitménye?

_\ Megoldas
\f A propulzios hatasfok (13.7) szerint

_ B szamithato. Ebl a kifejezesBl ki-
“ " im” _____ *T = 1000 | szamithato a kozeli indukalt sebesseg:
13.5. 4bra D= 0.72 _G(1-7,) _5(1-0.79 _

v= = =1.94m's.
— . 0.72 U

A kozeli indukalt sebesség és a totokdzott ad kapcsolatot (13.2). Innen a keresett at-
mér mar kiszamithato:
T

T=my=pR 2 R |————— 13.12
my=pRalgry2v = p7(c, +v)2v'’ ( )
azaz.
T 1000
R= = 00.1 D= 2
\/pﬂ(co+v)2v \/100077( 5+ 1.9%07211.94 0.109m; xm (13.13)

A hajocsavar hasznos teljesitménye (13.7)-beb é&dsh tort kifejezés szamlaldja alapjan
szamithato:

P, =T ¢ =1000C6= 5000watt=5kW (13.14)

A viznek atadott teljesitmény ugyanezen tort néjeegzerint szamithato:

_ ety @ (c+2v ¢ (13.15)
Pv_m{ 2 2 |7 Rler 9P 2|
>, =0.108 77( 5+ 1.94 10 oﬂ Z}D 6.98/V (13.16)
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Tekintstink masodszorra eqy szélkerekes mintadebad

Feladat
D=10 m /_
] A 13.6. abran egy szélkerék lathato — a

e =5 m/s szeélkerék éppen abban az allapotbair m
: kodik, amikor a maximalis teljesitményt
13.6. 3bra p=12 kg /n? Y adja le!

\ A kérdés ez, a legnagyobb leadott telje-

1= 1ggry =16/ 27 \ sitmény, illetve az ekkor ébrédtengely

irdnyu eb.

Megoldas Az, hogy ez a szélkerék éppen ebben, a legkébbeallapotban ritkodik,
onnan lathatd, hogy a tényleges hatasfoka efy@metz hatasfokkal. Ebben az &llapotban
azonban (13.10) alapjan megallapithatjuk, hogy zekdndukalt sebesség éppen a hozza-
aramlasi sebesség harmada:

3o 2uys (13.14)

A leadott teljesitményt legegysibben a (13.11) kifejezésben taldlhato tortek sziéinla
b6l szamithatjuk ki:

2 2
AE=pRA ¢ -S| 2% -1284 5-2) 20 2kw: (13.15)
©“73) 3 3) 3

A tengely iranyu €it, a 13.4. abra jel6lései alapjan, az impulzud s&gitségével szamit-
hatjuk ki. A szamitashoz elegehdz ,x" irany figyelembe vétele:

o+l =T = T=lp -1, =m[c,~(c,~2v)]; (13.16)
azaz.

T =pRnr(¢-Vv2y :1.2E52n( 5—2)( 22) 0 1047N; (13.17)

Az ef6 pozitivra adodott: ez azt jelenti, hogy az értebngozitiv ,x” irannyal megegye-
zik!

A 10 méter atmérés az 5 m/s-0s szélsebesség nem kifejezettent&ls -€ mégis, a le-
adott teljesitmény mindossze 2 kW, vagyis nemei@nts. Enhez még hozzajarul az is, hogy
ez a teljesitmény akkor all rendelkezésre, amikszéd fuj €s nem akkor, amikor ténylegesen
szUkség lenne ra. Ezt a kérdést a szélkerekektaghilgen modon kezelni kell.

Masrészt konnyen belathatd, hogy ha valoban jé&ebb teljesitményt kivanunk elérni,
akkor a szélkerék atmigét novelni kell. Esetlinkben a 10-szeres novekdsat100 m-es at-
meér) 50-szeres teljesitményt (kb. 100 kW) jelent. mng lathato, hogy a nagy (nagyon
nagy) teljesitmény szélkerekek atméje igazan nagy, akar a tobb szdz métert is elékbE
ra atméé pedig igen komoly technikai probléméak megoldasstitszikségesse.
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Elvileg minden kdzeg 6sszenyomhatd, azonban agglhkan, sok esetben mégis 6ssze-
nyomhatatlan kdzeggel szamolunk. Az dsszenyomhbat#il a gyakorlatban megengedhet
feltétel, ha az aramlé kozeg jellebnemiatt csak legfeljebb néhany szazalékot valthzbe
ez mindig konkrétan eldontetickérdés: a dontési hatar a szamitas igényessdgggoen
véltozhat, véltozik.

Példaként emlitjuk: a kozegek 6sszenyomhatosdeyatie szerepet jatszik, ha az aramlasi
sebesség elég nagy (nagyobb, mint a hangsebesg@glotteszazaléka — mondjuk, ez a vizs-
galat igényesség#itfiiggéen lehet, 40, 50 vagy 60% -is). Hasonloképpen fohtg a nyomas
és diriség valtozas elég nagy. Ugyanugy fontos az dsseamgidsag, ha nagyok az aramlas-
ban fellé gyorsulasok, ha nagy a magassagkulonbség, illveagy a émérséklet vagy
koncentracié kilonbség.

Az 6sszenyomhat6 kézegek aramlasat jelen anyaggadnidealis folyadék (gaz) esetében
vizsgéljuk. Az ilyen aramlasokat leiré egyenletrezwt:

a—'0+div(,oc):O; (7.4)
ot

dc_oc ¢ 1

— =Z"+grad| — |-cxrotc=-—grad p+g; (7.13)
dt ot ° (2} placPre

C2

.E+%T:%g:au (7.15)
p=p(p) = pl p—pK:éII. (barotrop kozeg; (14.1)
p=pRT; (14.2)

A fenti egyenletrendszer élsagja a folytonossag torvénye, a masodik az Eeggenlet
és a harmadik az energia egyenlet. Ezeket méar Bardbevezettik — ezt jelzi az egyenlet
szama is. A negyedik egyenlet megmutatja, hogiréség hogyan valtozik a nyomas fligg-
vényében. Itt csak izentropikus (idedlis adiabatjkailapotvaltozasokkal foglalkozunk. E te-
rileten, komolyabb vizsgalatok esetében azért gy@gran ennél tovabb kell menni — pl. egy
l6késhullam (kompressziohulldm) esetében az aNattoizads nem izentropikus.

A kozlekedésmérnoki gyakorlatban igen fontos miféek — esetlinkben a repgépek —

sebessége, illetve e sebesség hangsebességheiszaiya. A hangsebesség kiszamitasa [5]
13.21 pontjdban kdzolt levezetés szerint a kbvétkeadon lehetséges:

a= JE; (14.9
dp

A hangsebesség szamitasa izentropikus allaporédlesetén a kdvetkez

a= @; P-oan = ﬂ)=:£1IID(,0’(‘1:/(—p — a= |kP=JkrT: (144
\dp dp P
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Levedre, a megfelél szamértekek behelyettesitése utan, a kovétleepg/szei kifejezést
kapjuk:

a=+kRT 020.05/T : (14.5)

A hang sebességét (14.5Hbevegben, kis hangintenzitas esetén lehet szamitani. Nem
izentropikus hullamok keletkezése esetén ennéhtiden nagyobb terjedési sebességads el
allhat.

Az 6sszenyomhatd kdzegek aramlasanak jellemzésétenként a Mach szamot hasznal-
juk. Ez a szadm az aramlas sebességének és a hmsgégenek viszonyszama:

Ma="S: (14.6)
a

Amikor a Mach szam egynél kisebb, akkaubszonikuaramlasrol beszélink. Ha a Mach
szam értéke egy kortli, akkor az aranti@nsszonikusEgynél nagyobb Mach szammal jel-
lemzett aramlas szuperszonikugramlas. Ha pedig a Mach szam sokkal nagyobb é€@yné
nagyobb, mint 5), akkor ezt a helyzetet hangsulydaaaz aramlastiperszonikugelzé illeti.

Fels sor:
- allo, és
- kis sebességgel

/“L
f§ / ??\ aramlo kozeg.
& D s

- pontosan hang
sebességgel
aramlo kozeg

es

- hangsebesség
feletti sebes-
séggel aramlé
kozeg.

c=0

141. 3bra

A 14.1. dbran lathato korok a (nyomas) hullamojetsét mutatjak, allo, illetve kilon-
b6z sebességgel mozgo kdzegben. Az all6 kézegben lanttatjedés az g”-val jelzett
hangsebességgel, taguld koncentrikus kérokbemikrté

A szubszonikus, tehat hangsebesség alatti selfiedsgglasban a hullamterjedést lattato
korok az aramlas iranyaban hatrafele (fedsr, jobboldali abra) mozdulnak el. Ez az elmoz-
dulas annal nagyobb, minél jobban megkozeliti ayhebességet az aramlas sebessége.

Ennek a rész-dbranak az alapjan valik édtheeta Doppler hatas: a hozzank kozéled
hangforrasbol (nyomashullam) adoté idlatt tébb impulzust észleliink — ez azt jelerigya
hang frekvencigja megnovekszik (a hang magasabh lksnasik oldalon, astiink tavolodo
hangforrasbol (nyomashullam) adott idlatt kevesebb impulzust észleliink, vagyis a hang
mélyul.
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A 14.1. abra als6 soraban a bal oldali rész-abbrar@sebességgel halado zavarforras ko-
rali hullamképet mutatja. Mivel a zavarforras —delez egy repdbép is — pontosan hangse-
bességgel halad, azért a nyomashullamdketdle nem tavolodnak el, hanem egy helyen
koncentralodnak, azaz 6sszédmek. Az ilyen médon akar igen jeléaen is megndvekedett
nyomassal magyarazhato a hangsebesseég atlépéseng&lden megjeléhhang-gat.

Az alsO sor jobboldali rész abrajan a hangsebefséti (szuperszonikus) aramlasban
kialakulé képet lathatjuk. Ebben az esetben az lasaket, élesen elvalaszthato tartomanyra
oszlik: a zavarforras hatasa a ,hullam-feltlet”-medvezett kipon belll észleblkt ezen ki-
viul nem keletkezik valtozas. Ez a szuperszonikamfsok esetében egy fontos sajatossag. A
klupszoget a 14.1. abra alapjan — a zavarforcds sebességgel, a zavaras”; sebességgel
halad — szamithatjuk:

sing=2=_1 . (14.7)
C Ma

Az 6sszenyomhat6 kézegek aramlasanak sajatossdgaial-csé példajan keresztil mu-
tatjuk be. Ennek a szerkezetnekszlor csokken, majdéna keresztmetszete — magat a szerke-
zetet a 14.2. abran vazoltuk.

Legszilkebb
keresztmetszet
Belépés L (Pe)
K
Tartaly Laval-cs)
(ps)
14.2. 3bra e
c(s)
Nyomas és sebesség
lefutas a
P(S ) Laval c$ hossza mentén
s
B * — a legsziikebb
keresztmetszet K

A Laval-c$re taldn a legkozkel@hb példa a rakéta-favoka. Itt, azéégrben végbemeén
€geés utan a nagynyomasu kozeg a fuvocsovon atararegpandal, mikozben a sebessége
(nagymértékben) novekszik. Ez a folyamat lathatd.2. abra also részén.

A Laval-c$ben végbemeharamlas vizsgalatdhoz induljunk ki a folytonoss@yényé-
nek (7.3) szerinti alakjabol. A kiindulo kifejeztjes differencialjat képezve kapjuk:

pAc= &l = d_p+d_:+i°= : (14.8)
0 c

irjuk fel tovabbéa az Euler egyenlet (7.13) egyriéggamlasra vonatkozo, a téisséget
nem tartalmazé alakjat, teljes differenciél formdba
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cdc= 6%:—1 dp:—iﬁ) (b:—_l é_(p' (149)

A fenti egyenlet felirasanal figyelembe vettikanfgsebesseg (76) szerinti kifejezéseét is.
Helyettesitslik vissza az Euler egyeniéttapott eredményt a folytonossag térvényénekselje
differencialként tortént felirasa alapjan kapotyegetbe:

d_'o+d_A+E::—_é_dC+_dA|-_dC:_d -M )+_dé\0 = —chiﬂz—l):—d! (14.10)
A c A

A (14.10) kifejezés végeredmeénye alapjan igenod®Rbvetkeztetéseket vonhatunk le:

- haM <1, akkorsgn(dc) = - sgr{ dA) , vagyis a kdzeg akkor gyorsul, ha a
keresztmetszet cstkken (és lassul, ha a keretsztet ndvekszik);

-haM >1, akkorsgn(dc) = sgr{ dA) , vagyis a kdzeg akkor gyorsul, ha a
keresztmetszet ndvekszik(!) (és lassul, ha adatmetszet csokken);

-haM =1, akkordA=0 és dc£ 0, vagyis a legsikebb keresztmetszetben az
az aramlasi sebesség éppen a helyi hangsebek§étgga - a-csillag) egyes
es mivel itt a keresztmetszet valtozas illewéla— M 2) egyarant nulla, azért a

sebesség valtozas lehet nullatél kilorbé2s valdban: a sebesség lefutasnak itt
inflexiés pontja van.

A fenti elemzésll tehat az a fontos sajatossag dertlt ki, hogyrambasok viselkedése a
hangsebesség felett Iényegesen kilonbdzik a haegstlp alatti viselkedést Ezért, ahhoz,
hogy a rakéta-favokaban folytonos gyorsulast érjéhla keresztmetszetnelbstér csokken-
nie kell, majd a hangsebesség elérése utan, altioggbrsulas érdekében ndvekednie kell.
Ehhez természetesen az is sziikséges, hogy azyelteas (p, ) a tartdlynyomashoz képest

( pg) elegenden kicsi legyen.

Hatarozzuk meg a tartaly-allapot és a csillagglakit, un. kritikus keresztmetszet allapot-
jelzéi kozotti kapcsolatot. Induljunk ki az energia eghghsl:

*2

c,Ts —cT+—— cpT+—— q,T+KRT

2

(14.11)

Fejezzik ki ebll az egyenletdl a tartaly lmeérséklet és a kritikusémeérseklet viszo-
nyat:

* C *
T - % - 2. (14 esetben ' =0833 (14.12)
T KR ™ x+1 T,

Cot,

Fontos észrevenni, hogy a helyi hangsebesség.4) [@pjan — admérséklet valtozasa-

val egydtt valtozik. Hatarozzuk meg, hogy hogyaszenyul egymashoz a kritikus és a tartaly
hangsebesség:

a=JkRT = == /1:‘/i; k=14 esetben—=0.913 (14.13)
ag TB K+1 &
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A gyakorlat szempontjabol a legfontosabb a tamgynas és a kritikus nyomas viszonya:

y k-1 KL_ «
P (LJ = (ij . k=14 esetben P-=0528 (14.14)
Ps \Ts K+1 Ps

A kritikus nyomésviszony alapjan lehet megitéhmagy egy aramlasban Iétrejon-e, létre-
johet-e a hangsebesség, vagy az efeletti sebesddygilvanvaléoan ennek a sziikséges feltéte-
le az, hogy a nyomésviszony kisebb legyen, minitkkiks nyomasviszony:

PP (14.15)
Pe Ps

A Laval-c$ fent vazolt nikodésének tehat sziikséges feltétele az, hogyadytaypmas a
kornyezeti nyomashoz viszonyitva elég magas legylarez a feltétel teljesil, akkor kialakul
a hangsebesség feletti aramlas. Ennek az aramlésvéhbi részleteit az Erdeékls a szak-
irodalomban talalhatja meg (pl. [4], [5], [6], [25]

A 14.2. abran feltlintettik a maximalis kiaramBebességet i, ). Ezt a sebesseget az

energia egyenletlh szamithatjuk, ugy, hogy feltesszuk, hogy a telggtaly entalpiabol moz-
gasi energia lesz, azaz az 6sszes, rendezetlerammaylezett lesz:

o2
Cple = MZAX = Guax =4/2C,T5s (14.16)

A Laval-c®ben kialakuld aramlasban tehat a kritikus keretmettgellemsi és a legna-
gyobb (elméleti) kidramlasi sebesség csak a tattapyot és az anyagjelleidkz fliggvénye. E
tényeknek tdbb szempontbdl is nagy a gyakorlatngsége.

A fentiekben vizsgalat megallapitasai alapjan batjuk, hogy szuperszonikus aramlasba
helyezett siklapon hogyan keletkezik a felhajjo&xz dramlast tovabbra is sarléddsmentes-
nek tekintjuk. A 14.3. abran lathato, allasszoggeldelke? siklapot hangsebességnél na-
gyobb sebesséd M) megfavas éri.

Expanzié hullamok
(gyenge hullamok)

1/ Kompresszio
His hullam
i

143, 3bra

Kompresszio P
hullam (erés hullam) AT
1

Expalnzic') hullamok
(gyenge hullamok)
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A siklap az aramlast két részre osztja. Adalssz bvilé keresztmetszeét ott a kdzeg
gyorsul. A gyorsulas expanzid hullamokon keresgifillétre. Az expanzié egyuttal @émér-
séklet és emiatt a hangsebesség csokkenésétris. jflg az expanzid (gyenge vagy elemi)
hullamok az abran vazolt moédon 6néalléak maradnak gygorsulas entropia ndvekedés nélkil
megy veégbe. A siklap végeénél a feldramlas sikilé keresztmetszétlesz, vagyis lassul.
Idedlis kbzeg esetén éppen az eredeti sebességud Vissza.

A lassulads kompresszié hullamon keresztiil jorelétregy kompresszié hullam |ényegé-
ben végtelen sok, egymasra torlédott elemi hulldszéssége és ezért a rajta keresztul aramlé
kozeg entrépiaja véges értékkel novekszik.

A felst oldalon — a sebességndvekedésnek kdszéemet csokken a nyomas. Hasonld
megfontolasbol kdvetkezik, hogy az als6 oldalorgl @hsebesség csokken, a nyomas novek-
szik. Az igy eball6 nyomaskulonbség hatasara a siklap fellletétlazik az F " er6. Mi-
vel, idedlis kozeg esetén a siklap mentén & féls az als6 nyomas is allandod, ezért a
keletked er6 a siklapra méieges lesz és az efed siklap feleépontjaban hat. Ahhoz, hogy
ilyen e keletkezhessen, a siklapnak nullatdl kulorsbéltasszoge kell legyen, vagyis — egy-
szefien fogalmazva — ferdén kell alljon. A 14.3. abrasdlathatd, hogy az ének van a za-
vartalan aramlasra nideges 0sszetéje — ez a felhajtoér De szikségszéen van az
aramlassal parhuzamos dsszépevs — ezt szuperszonikus indukalt ellendllassakevezik.

Osszenyomhat6 folyadék rugalmasseszetékben

A kovetkedkben a rugalmas anyaguoeszetekekben aramld, dsszenyomhaté folyade-
kokban eball6 nyomashullamokkal foglalkozunk. Ez a jelenségfjsorban a hosszl dgeze-
tékek hirtelen zarasakor valik fontossa. Definiéljeloszor a folyadékok térfogati
rugalmassagat ([6] szerint):

Eo- 8P __yAp _ po_ydp. (14.17)
(Av/V) AV dv

Tekintsuk példaként a vizet, ennek térfogati rogalsagak, (12.14(10 [N /nﬂ :

Hatarozzuk meg a folyadékokban a hang sebesdgidéljunk ki a folytonossag tételéb

m=pV = dme & VEp d\VED = 3_\/‘;:_5; (14.18)

Helyettesitstik be ezt az eredményt (14.17)-be:

E:—V%:—Vﬂ%:-V&(—BJ:p é;
dv do dv \

innen:

a= \/E (vizre:D 146{ED ; (14.19)
Jo, S

A kovetkedkben egy hirtelen zarasi folyamatot vizsgalunk rfley4. abra):
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gd A megallitott folyadék-rész (szinez-
ve).

As,

¢d

A folyadék 6sszenyomddasa miatti
rovidalés.

14 4. 3bra As,

dd+Ad

A cs tdgulasa miatti rovidulés.

A fent vazolt folyamat hangsebességgel halad ugyara hang terjedési sebességét a re-
dukalt rugalmassagi modulus alapjan irhatjuk fegla folyadék rugalmassaga mellett & cs
rugalmassaga is szerepet kap. A redukalt rugalrgassalulus kifejezése [6] szerint:

1 1 d 1
= +

E E JE,

T folyadék

(d-acs atmésje, 0-acs falvastagsagy; (14.20)

A hangsebesség pedig, szintén [6] szerint:

+ ﬁ+5:\/E hacsak éD E; (14.21)
4 P 4 p

Ssa.

14.5. 3bra

Hangsebesseggel mozgod
ellenérzé felllet

Valasszunk a 14.5. abran vazolt helyzetnek melgteegy olyan elledrzd fellletet,
amely hangsebességgel mozog balra. Irfjuk fel exrellertrzé fellletre az impulzus tételt
(tegyuk fel, hogy a ki- és beléxeresztmetszet kdzelieg azonos):

pA(a+d(at 9-p A a § &=( pop A pa
mivel m=p A ar ¢;

pA(a+dc=ApA = Ap=p(a yc( hac aakon pp 3¢ )

A (14.22) kifejezés szerint, ha akar kisebb sedigispl. vizaramlast hirtelen lefékezunk,
akkor igen tekintélyes nyomashullam allhdt; éekintsik a kovetkézpéldat:c :10[ m’% ,

a=1100n/ 4 ,0=1000 k¢ M| = A p 11019 N /]!
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Mintafeladat

A [7] példatarban a 17. ,Hullamjelenségekszetékekben” c. fejezetben 6t példa talal-
hato, ebBl a téemakorbl. A 18. ,Gazdinamika” c. fejezet pedig tizendtzd@amikai témaju
feladatot tartalmaz. Ebben a®dailds vazlatban egy, a repuléssel kapcsolatos réldégpmu-
tatunk be.

Feladat Egy repubgép kornyezetében a kornyezedniérséklet 220 K. A repéih mér-
hets 0sszlémeérséklet 320 K. Mekkora a repulési sebességyélletekkora a repllési Mach
szam? ¢,=1000J/kg K R=287J/kg K)

Megoldés az 6sszenyomhatd kdzegek aramldsara vonatkozgieregyenlet — (7.17) —
fajhovel osztott alakja a kovetkézeppen irhato:
2
. P (14.23)
2c,

A (14.23) kifejezés bal oldalan az &ksg az un. dinamikussmérséklet (kbzvetlenil nem
mérhet). A baloldal masodik tagja a statikuénheérséklet (ez az aramlashoz képest mozdulat-
lan, vagyis az aramlassal egyuttmozgmBiivel merhed). E két Bmérseklet 6sszege a jobb
oldalon all6 6ssztmérséklet (ez torloponimérvel mérhed).

A feladatban kornyezetidmérsékletnek nevezettimérséklet a statikusomérséklettel
azonos. Az ossdmeérséklet és a statikudmérséklet ismeretében a dinamikusnérséklet
(14.23) szerint szamithato:

T, =T,-T=320- 220= 100K ; itt T, =— (14.23)

n
2c,

Innen a repulési sebesség kbnnyen szamithato:
2

T, = 2°— = c¢=/2¢,T,, =2010007L007 447y s (14.24)
C

p

A repllési Mach szam meghatarozasahoz ki kell gaaima kdrnyezeti levépen terjed
hang sebességét. Ez (14.5) szerint szamolhato:

a=+/kRT 020.05/T= 20.0§ 22@ 297 s (14.25)
A Mach szam pedig (14.6) szerint, egysieer szamithato:
Maz=S=2"15 (14.26)
a 297

Az eredmeényil kapott Mach szam, a helyi hangségesgsfélszeresével torterepulést
jelez. Nagyjabdl ilyen sebességgel repllt pl. agoafrancia gyartasa, Concorde tipusd,
szuperszonikus utasszallito refuiép.

A 220 Kelvin fokos kornyezetidmérséklet egyébként — a Nemzetkdzi Normal Atmoszfé-
ra értékei szerint — mintegy 10 km-es repulési ma@gnak felel meg. Az ilyen, vagy hason-
l6an nagy repilési sebességeket a fgmjiek ezen, vagy ennél nagyobb magassagokon érik
el.

-69 -



15. Sdrlédasos aramlasok -70 -

A surlddas fizikai értelmezését és a feszlltségdd az 1. pontban bevezettiik. Hasonlo-
képpen ismertettik a 7. pontban a Navier-Stokesrdgiet — ez a (7.11) kifejezés. A kovet-
kezokben csak az un. Newton-i folyadékokkal foglalkozumivel a mérnoki gyakorlatban
eléforduld folyadékok altalaban ilyenek. Nem Newtodiolyadékra példa az aszfalt — naponta
lathatok az aszfalton a jafiterhelés hataséra kialakuld és tartésan megmarafiéntok.
Természetesen nagyon sok, masféle, nem Newtowyadék is létezik; ezekkel részleteseb-
ben a szakirodalom foglalkozik.

A Newton-i folyadékokra jellemiz hogy a bennik létrejévcsusztatd fesziltség a dina-
mikai viszkozitassal (ez anyagjelleamelyet megfelél miszerrel mérni lehet) és a defor-
macid sebességgel egyenesen aranyos. A legetigbzesetben ez az alabbi alakban irhaté:

oc
r=u—r: aholy adinamikai viszkozités([,u] :N_zsj ; (15.1)
0 X m
A legegyszedibb kifejezésil gyorsan eljuthatunk a csusztaté fesziltségetebsglalo
feszlltség tenzorhoz. Bldépesben belathato, hogy pl.rg csusztato feszlltség a megfélel

deformacios sebessegggl () aranyos:

oc, oc .

A feszlltségek indexelésénél a korabban, a (lif2jekésnél leirt definicio érvényes. A
fenti kifejezést méar konnyen irhatjuk tovabb, a kwawi folyadékokban érvényes, a surlodast
kifejez6 tenzor rész:

HszyZDS—g(ydivc)E; (15.3)

A (15.3) felirasanal felhasznaltuk a derivalt mél, annak szimmetrikus részénél mar
leirtakat. A (15.3) jobb oldalanak masodik tagja jgtenti, hogy az 6sszenyomhatdsagbodl
nem keletkezik csusztat6 fesziltség: vagyis, aztalg Hatlobeli elemeinek 6sszege és a ma-
sodik tag 8atldbeli elemeinek dsszege azonos — csakdgeligk kildnbozik.

Osszenyomhatatlan kézeg esetében — amikor a falgs@g torvényedive = 0— a New-
ton-i surlodast kifejez tenzor rész egyszesn all = 2/ D lesz.

A miiszaki gyakorlatban a dinamikai viszkozitas helygttibb a kinematikai viszkozitast
hasznaljuk:

v=H. dimenzisja [ m/ } (15.4)
P
A kinematikai viszkozitas a nevét onnan kapta, yhdgnenziojaban csak kinematikai

mértékegységek szerepelnek. A kinematikai viszksziémérséklet fiiggése lathatd a 15.1.
abran:
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10V, 0 » 107-v,, 10%v, [m:/s}

30 \
29

\

. \ Loveg

15.1. 3bra 19 \
Olaj
M

10
5 Viz \_______
\________—_-
0
0 20 40 60 80 Y 100

A leveg kinematikai viszkozitasa 2G°-on, 1 bar nyomason kk1..5EL05[m2/s}, dina-

mikai viszkozitdsa pedig.84010° [N s / nf]. A viz kinematikai viszkozitasa 2@°-on
1.01[1106[m2/s], dinamikai viszkozitasa pediy10° [N s / nf].

A leved kinematikai viszkozitasa tobb mint tizszerese zZ&Nék. De ez csak annyit je-
lent, hogy a dinamikai viszkozitas — ami a csugztaszlltségre kdzvetlendl jellethz a si-
riségek kulonbsége miatt a viznél tébb, mint 50-kzer nagyobb, mint a levégél. Vagyis
a folyadékokban ébrédcsusztato fesziltség — ha az egyéb tékyazonosak — valéban sok-
kal nagyobb, mint a gazokban keletkezslsztatd fesziiltség.

A 15.1 &bran a két folyékony folyadék és egy déwe@ — gazkeverék) kinematikai visz-
kozitasa lathatd, vazlatos formaban. Szamadatoéinkidzy kozegekre [2]-ben, illetve [13]-
ban talalhatok. A folyadékok kinematikai viszkoz#éa Wmérséklet ndvekedésével csokken.
Ez azért van igy, mert a viszkozitas ebben az esatbnéen a kohézids én alapszik és ez,
a hbmérséklet és ezzel a részecskék kozotti atlagodstity novekedésével csokken.

Ezzel szemben a gazok kinematikai viszkozitadsénaehséklet ndvekedésével névekszik,
mert ebben az esetben a viszkozitas a rendezeilapnzgas kovetkeztébensallo mozgas-
mennyiség cserén alapul — és edmérséklet ndvekedésével névekszik.

A feszlltség tenzor — az idedlis kozegnél leittékéigyelembe véve — a kdvetkiealakot
olti:

H=Hid+HS=—pE+,L12DS—§(,udivc)E; (15.5)

Ez a feszlltség tenzor nagyon széles korben éegenylkalmazhat6 példaul a direkt nu-
merikus szimulacionak nevezett (DNS) igen modememikus modszer esetében is. Hason-
|I6képpen alkalmazhaté az un. 6rvénytranszport dgy@nmerikus megoldasaban is. Ezek az
eljarasok régebben, a rendkivil nagy szamitasigéatt nem voltak hozzaférhidt — és ma
is inkdbb elméleti kérdések numerikus vizsgalakeeteeges ezen a modon, a gyakorlati fel-
adatok megoldasa pillanatnyilag még a turbulermilinanak bevezetésével lehetséges.
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A turbulencia, illetve turbulens aramlasok

Ebben a jegyzetben a turbulens aramlasnak az,alyamlast nevezzik, amelyben a ren-
dezetlen Bmozgas mellett, tovabbi, &mozgashoz hasonlo (tehat nulla varhato éjté&n-
dezetlen mozgas is létezik, azonban ez a, turbidlealc nevezett, rendezetlen mozgés a
hémozgashoz képest legalabb egy (esetleg tobb) ngiggysidel intenzivebb. A rend kedveéeért
lesz6gezzik, hogy itt csak homogén, izotrép tunheifeval foglalkozunk.

A turbulens &ramlést céls#ien a turbulens sebességingadozasok atlagolasasgjalA
hatjuk. Szigorian véve azdldeli atlagolas csak &ben nem valtozo aramlasok vizsgalatat
engedné meg, de — szerencsére — részecske sdegenden hosszunak szamité atlagolasi
id6 az altalunk vizsgalandd problémak esetében, makopskus szinten igen roévid, vagyis a
gyakorlatban nincs sziikség korlatozasra.

Az aramlasi sebességet tehat felbonthatjuk eg@gsdbességre] és egy turbulens se-
besség ingadozasra ):

c":X C‘X
c=t+c=|¢ |+|c, |; (15.6)
CZ CZ
A nulla varhat6 érték alapjan felirhato:
T T T T
jim 2 [ cdt=lim = [ (e+¢)dt=lim = [ edt+im —1j cdt=" (15.7)
TAOOTO T”°°T0 TAOOTO T”°°T0 '
17 .
mert lim=| c dt=0.
ToooT 5
A (15.7) vektor-egyenlet, ez, nyilvanval6an tagémikis igaz kell legyen, azaz:
3 &1 To
| o 1 - _
c=|C,| és l'['l? g dt=|0|; (15.8)
¢ °lc 0

N

z

A turbulens mozgas a rendezedtozgashoz képest (sokkal) intenzivebb részecske cse
rével jar. Emiatt a turbulens aramlasokban a tpam$zielenségek (sokkal) intenzivebbek,
mint a réteges (laminaris) aramlasokban. A csusztesziltségek a mozgasmennyiség
transzport kévetkeztében allnalé el ezek a turbulens aramlasokban tehat (sokkalatag
bak lesznek, mint a réteges aramlasokban. Ez alétdit csak a nagyon lassu aramlasok je-
lentenek, amikor az egyébként magéatdl rétegeskiaMula aramlds mesterségesen lesz
turbulenssé. Példaként tekinthetjik a rovarok s@rrennek bel&présze, az alakjanal fogva
turbulenssé teszi a korllétte aramld lestedgdasonld példa a zarttéri modellek esete: ekkor
un. turbulencia-szalat ragasztanak a szarny Beddgre. Megemlitjuk még, hogy az ilyen
aramlasokban az ivelt lapsalyosebb, mint a (vastag) szarnyprofil — és valold&ar a rova-
rok szarnyat, akar a zarttéri modellt tekintjukelenyegében ivelt lapok.

A turbulens aramlasokban tehat, a turbulenciatmiydmastobblet és turbulens nyiréfe-
szlltség jelenik meg.
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Az abran egylny’ — esellensrzs feliilet lathatd.

irjuk fel erre az impulzus tételx,” iranyban vett,
idoatlagolt egyenletét (a nyomasingadozasoktol
eleve eltekintlink):

[e.+'c ) (5, + ¢ )o=-

(A felllet egységnyi, ezt ezért nem tlntettik fel.)

15.2. 3bra

Vegyuk tekintetbe, hogy a (15.8) szerintbatlagok ugyan nulldk, de a turbulens sebes-
ségingadozasok szorzatanakdatlaga (ez ebben a kifejezésben mindig nem negatv)alta-
laban pozitiv értéket ad. A fenti kifejezést atremke kapjuk:

pE=-p-pic; (15.9)

Vagyis a statikus nyomas mellett megjelent egy ¢ag nevezzik turbulens nyomasttbb-
letnek. Ezt a gondolatmenetet megismételhetnénkydzés a ,z” tengely irdnyaba is: ezek-
ben az esetekben a sebesség indexe megfelealtozik.

Tekintsik most a csusztato fesziltségek alakulasat

y .. L , .
Irjuk fel ismét az impulzus tételt:

o+ (5, o=~

15.3. sbra =

pC ¢t =-1, —,o@ c,;

Ezt a niiveletsort is megismételhetjik a tovabbi koordinddaokra. Végeredményben a
turbulens fesziltség tenzort kapjuk:

6t 6¢ 66
m,=-p|6c 66 6| = M=2upg; (15.10)
cc, cc, ¢,

A turbulens csusztato fesziltség bal oldali kifége a fizikai alapokon irhat6 fel, a jobb
oldalon a (15.3)-hoz formailag hasonlé6 mddon ifielkugyanezt a tenzort, de emiatt be kel-
lett vezetni a turbulens dinamikai viszkozitasttudbulens dinamikai viszkozitas szamitasara
rendkivil sokféle eljaras ismeretes — ezen elj&r&Sobnyire fliggenek a vizsgalt probléma-
tol.

E tantargy keretei k6zott minddssze a legrégebtbegegyszdibb, Prandtl féle turbulen-
cia modellt vezetjik be. Ez a turbulencia modell,eszintén Prandtl nevéheizztidé hipoté-
zisen alapul:

: o6, . .
c, =—/ es G= =
ay ay

(k =0.36,¢ a keveredési Gthospz

ahol /=« vy, (15.11)
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A (15.11) egyenlet hipotéziamit az alkalmazasaval elért (j6) eredmények alyesk!
Széamitsuk ki a turbulens csusztato fesziltséget:

@ fzac 0¢C, _pgzacxaq
gy ay dyjdy (15.12)
innen:
0C 0cC
=pl?|=; és v, =/ —X;
H=p 3 t 3y

A turbulens dinamikai és kinematikai viszkozitaghogy annak lennie is kell — pozitiv
mennyiség. Ekdzben, természetesen, a nyomastahtkiien (ami mindig pozitiv) a csusz-
tatd fesziltség tetsleges abjelii lehet. Ezt az biztositja, hogy a (15.12)edsraban a sebes-
ség derivaltjanak az abszollt értéke szerepel.tEzénasik, abszolut értéken kivili derivalt
eléjele biztositja a csusztatd feszlltség megheddiijelét.

Fontos leszdgezni azt is, hogy a turbulens kiniaiats dinamikai viszkozitds nem
anyagjellemé, hanem az éppen kialakulé sebességeloszlas fuggvéz utal a szamitasi
nehézségekre is: a turbulens aramlas sebességskitsar aramlas sebességterének ismereté-
ben szamithatjuk, mikbzben a sebességtér szanutaadhrbulens viszkozitas ismerete szik-
séges.

Az aramlasok turbulensségét gyakran jellemzikrbuencia faktorral:

if = 385010 (15.13)
Rqrit.gémb

A nevedben a gdmb kritikus Reynolds szama szerepebl Brké$bbiekben lesz sz6. A
fenti hAnyados értéke altalaban egynél nagyobb szdminél kevésbé turbulens, minél si-
mabb egy aramlas, annal inkabb kozeledik # ", érték az 1-hez. A teljesen

turbulenciamentes aramlas esetén lesz az értéke egy

A Navier-Stokes egyenlet

A mozgasmennyiség megmaradasat kifegifferencialegyenletet mar kordbban bevezet-
tuk:

de_1 gvi+g: (7.11)
dt p
ahol: M =-pE+2uDg~(2/3)(u dic)E+ 2uDg=M +I +1 ;

A (7.11) egyenlet megismétlése kapcséan itt marunkahyilik az aramlastanban hasznalt
fesziltség tenzor részletes felirasara is. Ezzetdaatban megjegyezzik, hogy a (7.11)
egyenlet elnevezése és tartalma nagymértékbendiigly hogy a fesziltség tenzorba mely
tagokat vesszik be (vagy hagyjuk el):

Ha: II=-pE=II,, és c=0;, Akkor a hidrostatika alap differencial-
egyenletét kapjuk, ez a (8.1) sz. egyen-
let.
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Ha: I =-pE=1I, ; Ezzel a (7.12)-es kifejezésnél mar leirt,
Euler egyenlethez jutunk, amely idedlis
(6sszenyomhatd) kdzegek aramlasanak
leirasara alkalmas.

I =-pE+2uD, - ( 2/ 3) (,u divc) E= Ezzel a Navier-Stokes egyenlethez ju-
Ha: _ 0 +I0 - tunk, mely val6sagos kozeg aramlasanak
S s leirasara alkalmas — legfeljebb a kezel-
hetbség lehet probléma.
Ha: Ezzel a Reynolds atlagolt Navier-Stokes

Il =-pE+2uDg -(2/3)(pdic) E+ 2uD =  egyenlethez jutunk, amely a valésagos
CIL ST DL - kdzegek turbulens aramlast — annak at-
= g s Tty lagét irja le.

A Reynolds atlagolt Navier-Stokes egyenlet ugyartatmaz néhany megszoritast a
Navier-Stokes egyenlethez képest, de emiatt, ag@timennyiségek alkalmazasa miatt, jelen
pillanatban a bonyolultabb és kiterjedtebb aranMdsmmerikus) szamitasara (a tényleges,
gyakorlati feladatok tobbnyire ilyenek) ezt az eggeet alkalmazzak. Ezéfirtik agy, hogy a
Reynolds éatlagolt Navier-Stokes egyenlet az altadabb — holott, mindéssze ezt vagyunk
képesek a gyakorlatban is alkalmazni.

A Reynolds atlagolt Navier-Stokes egyenlet alkalasa megkoveteli valamely turbulen-
cia modell alkalmazéasat is — a jelen gyakorlatbakszsor az unk —& (a turbulens kinetikai
energiara és a turbulencia miatti energia dissmpa@pib) modellt alkalmazzak.

Vizsgéljuk meg a Navier-Stokes egyenlet 6sszenytatlan kdzegekre vonatkozé alak-
jat. Ekkor, a folytonossag miatp=all = divc= 0> HN=-pE+ wuBg. Szamitsuk ki
ennek a fesziltség tenzornak a divergencigjat:

divil =0 = —grad p+(2uDg)0 = (15.14)
_@_ Zacx (%+&j (O_CX_'_GCZJ
X 0x dy O0X 0z 0X
— |0 [, 05) 0% (99,05 )y,
ay ox ay ay dz 0y
ap (ac acj dc, dc, ac
AN Y § —2 4+ 2—
[0z ] \ox 0z oy 0z 0z

irjuk ki a sarlédasi tenzor divergenciajanaksedsrat részletesen:

2 oc
(ZﬂDS)D‘ =,1,[|:2a C;X +i(%+_yj+iz(a_cx+£j:|=
g x> ay\dy 0x) 029z 9 x (15.15)

2 2 2
B A A A 95,96 06 = pic, ;
ox* 9y 97 0x 0x 0y 0z

Az als6 sor gdmbolyzardjelben Iéd tagja éppen a sebesség divergenciaja, ami az-6ssze
nyomhatatlansag miatt nulla. Ezzel a fenti eredm&ipytunk, amit egyszérszamolassal el-
lendérizni lehet (és ajanlatos is!).

-75 -



15. Sdrliddsos dramiisok

A masodik és harmadik sor szamitasaval hasontbmereyt kapunk:

op/ox Ac,
divil = 0 = ~| dp/dy |+ u| Ag, | = —grad p+ pAc; (15.16)
op/oz Ag

Ezzel a Navier-Stokes egyenletnek az aramlastargem gyakran hasznalt, az dssze-
nyomhatatlan k6zegek aramlaséara érvényes alakjahoxk:

we__Loadp+Hac+g: (15.17)
a  p P

llletve, a baloldal részletesebb kiirasaval émarkatikai viszkozitds bevezetésével:

2
%+grad < —cxrotc:—igrad p+vAc+g; (15.18)
ot 2 P
Megjegyzend, hogy az egysegnyi tomegresesurlédasbol szarmazodsekifejezd tag-
ban a sebesség Laplace-operatorszorosa az aladbnrisirhato:

Ac = grad(divc) - rot(rotc), ha dic=0=>Ac=-rot(rotc);

Ebldl az kdvetkezik, hogy 6sszenyomhatatlan kozegbésztat6 feszlltség ott keletke-
zik, ahol a sebesség rotacidjanak rotacidja nema.nul

A hasonlosag elmélet

A Navier-Stokes egyenlet parcialis differencialeghet. A matematikaban a korrektikit
zédi probléma definicidjdhoz hozzatartozik a perem é€xdkti feltételek megadasa. Ezek a
gyakorlatban rendkivil sokfélék lehetnek, ezérlaX8) egyenlet altalanos megoldasa csak
kevés esetre ismert. Napjainkban ugyan nyitott mearikus megoldas lehitége, azonban
szamos esetben elegéndha korabbi mérések eredményeire tAmaszkodva nkgzdamita-
sokat.

A mérési eredmények felhasznalhatésagat allapithateg a hasonldésag-elmélet segitsé-
gével. Tekintstk a (15.17) egyenletet és definkainérés (kulon jeldlés nelkll) és a tervezett
felhasznalas (ennek jelleizcsillaggal jeloltik) kozott a kovetkézatszamitasi tényéket:

r=r'M; c=c'M.; g=gM, p=pM, p=pM; Vv=UM,; (15.19)
az ids atszamitasi tényée ezzel M= M/ M.

Ezekkel az atszamitasi ténykkel felirhatd a mérési esetre vonatkoz6 egyenlet:

2 g M 15.20
M d—c*:— d i*grad* p +—MV|Z/I°|/* Ac+MQ; ( )
M df MM g M

r p r

(i) (ny) (s) (19

A (15.20) egyenlet egyes tagjai ald, zarojelbdagafizikai tartalméra jellenizjelet ir-
tunk: az |” az egységnyi tomegre vonatkozo tehetetlenségj az ny' az egységnyi tomeg-
re vonatkoz6, nyomasvaltozasbol szarmax#ii, exz ,s' az egységnyi tomegre vonatkozo,
surlodasbol szarmazodaeres vegll atg” a téretsséget jelenti.
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15. Sdrliddsos dramiisok

A két jelenség pontosan akkor hasonld, ha a menyésletik csak egyetlen, konstans
szorzéban kilonbdzik. Ez pedig pontosan akkorgéljena:
M2 M, _MVMC_M . (15.21)
M, MM, MZ ¢

Szamitsuk ki a tehetetlenségi’),€s a surlédasi €) ersket jellemz hanyadost:

() Mg M? MM, p_cr (15.22)
s) M, MM, M v

Ez az Re€-vel jeldlt, Reynolds szam. Ez egy hasonldsagiéknitm, ami a tehetetlenségi
€s a surlédasi ék viszonyat fejezi ki. Itt csak megemlitjuk, hogwatssztikus mechanikai ér-
telemben a Reynolds szam a makroszkopikus sebéss@gsszusag, illetve a mikroszkopikus
sebesség (a részecskékmwozgasanak atlagsebessége) és a hosszusag (k8zepasd Ut-
hossz) hanyadosaval aranyos:

cr
Rel] ; (15.23)
Crh rksz
ahol: ¢, - a részecskék rendezetlefntozgasanak atlagsebessége;
o~ @ részecskek kdzepes szabad Uthossza.

A
100
104
Ma
1 -
15 4. 3bra . ‘%\/ e
2000
B ) T “\ T | T T T T I )
| 10 10° 10+ 105 106 107 108
Re
e N . |
Kiiszo Laminaris Turbulens
aramlasok  dramlidsok dramldasok

A 15.4. abran — az érdekesség kedvéeért — nehgllgmp Reynolds szamot, illetve Mach
szamot tuntettiink fel. A ,Természet” az abra babadarkdban lathatd; az emberkéz alkotta
jarmivek jobb oldalon, illetve magasabban is lathato&zekben az esetekben a Reynolds
szam, illetve a Mach szdm, néhany esetben pedidgk®iti nagyobb, vagy jeleisen na-
gyobb, mint a természetbenstlrduld mozgasformakhoz tartozé jellebngzamok. Termé-
szetesen mas példa is létezik, az dbra csak néo@maykozast mutat be.
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15. Sdrliddsos dramiisok

Szamitsuk ki a tehetetlenségi’],£s a nyomasvaltozasbol szarmazdy(), eréket jellem-
z6 hanyadost:

() _MEMM, MM, o (15.24)
(ny) ™M, M, M p

p

Ez az Euler-szam. Az Euler szamot — bar kevésbisii@rt, mint a Reynolds szam — igen
elterjedten alkalmazzak példaul a felhajtogagy az ellendllas tényézszamitasanal. Eir
bévebb ismertek a 18. pontban talalhatok.

Hatarozzuk meg a tehetetlensédi’)(£s a térefsséghsl szarmazo () eroket jellem
hanyadost:

(i) M2 1
te) M, M,

r

—~ Fr=_°_. (15.25)

Ez a szamot Froude-szamnak nevezzik. A Froude pgfdaul szabad felsAiraramla-
sok esetében fontos: ezért ezt a hasonlésagiiuriiét gyakran alkalmazzak a hajok aramlas-
tani vizsgalataban.

A (15.17) vagy a (15.18) egyenlet 6sszenyomhatditezegek dramlaséra érvényes. Ezért
az 6sszenyomhatosagra vonatkozo hasonlosagi skafiatkell bevezetni:
c

Ma=—; (14.6)
a

Ez a Mach-szam, amit az aramlasi sebesség égyadimsseg viszonyszamaként definia-
lunk. A Mach szamot egyébként méar korabban, azebgsznhaté kozegek dramlasanak vizs-
galatakor bevezettik.

A hasonlésag a hasonloséagi kritériumok teljesitglsérhed el. A gyakorlatban az 6sszes
kritérium egyidej teljesitése — a trividlis eséltteltekintve — nem igazan lehetséges. Ezért
szokas az egyes hasonldsagi szamoknal azt hangsijlhogy mely problémakérben fonto-
sak. Ez ad gyakorlati iranymutatast arra, hogy eghtt esetben hogyan rangsoroljuk a ha-
sonldséagi kritériumokat. Edsorban a fontosnak tartott kritérium betartasatattieekedni (ez
nagyon sokszor a Reynolds szam, de idealis kdzggsebessdgaramlasaban ilyen a Mach
szam) és ha ezutan madd van ra akkor érdemes fogtalk tobbi kritériummal.

Ez a fejezetdként elméleti anyagrészeket tartalmaz — ezek vaggleti kérdésekben,
vagy a késbbiekben bemutatand6 gyakorlati feladatok részelké@dtiinak eb.
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16. A hatarréteg elmélet elemei -79 -

A hatarréteg egy olyan, altalaban jol korulhatidatd aramlasi zéna, ahol a csusztato fe-
szlltség hatasa jeléist I1tt meg kell jegyezni, hogy a csusztatd fesgglteeletkezésének két,
szikséges és elégséges feltétele van: egyrészegnek kell legyen viszkozitdsa (ez mindig
van, de esetenként eltekintiinklet = idedlis kdzeg), masrészt kell legyen sebesség-
kulonbség. Viszkozus folyadék estében példaulostdtikai probléma esetén nem keletkezik
csusztato feszlltség, mivel nincs sebesség kulgnbsé

A gyakorlatban |étrejay aramlasokban sokszor igen kiterjedten talalhatgknozonak,
amelyekben a sebesség alig valtozik. Ezekben &kbénda csusztatd fesziltség elhanyagol-
hatoan kicsi — itt idealis kozeggel szamolhatunk.afamlasok fennmarado része a hatarréteg,
ahol a surl6édas hatasét feltétlenil figyelembe wetini.

Masik oldalrél kdzelitve a hatarrétegben jefsnsebességvaltozast talalunk, ilyen pl. egy
szilard test felszinéhez kozeli réteg. Innen szaikna hatarréteg elnevezeés. (Természetesen
masfajta hatarréteq is létezilét @ sebességvaltozason tul@meérséklet valtozas alapjan ter-
mikus hatarréteg is definialhatd.)

A kovetkedkben a leggyakoribbnak tekintldeta szilard fal mellett kialakulé hatarréteg-
rél — mas néven fali rétegjr— lesz sz6. Ez alapvin réteges(laminaris) vagygomolygé
(turbulens) lehet.

A fali réteg” tipusu hatarrétegben a kdzeg adéilenergiat ad at, amely energiat a fallal
parhuzamos aramlésra rékegesen, dként a részecske-transzport kdvetkeztében |étejov
energia-aram fedez. A laminaris hatarrétegben emargia transzport — mivel csak a rende-
zetlen mozgason alapul — kicsi. Ezért a laminaris hatégét amikor mar nem képes a
szukséges energia transzportra — turbulenssé &dtkatmenetnek nevezzik és mas kritériu-
mok mellett esetenként kritikus Reynolds szamnibddijeezhetjik. Mivel a turbulens mozgas
nagysagrendekkel is intenzivebb lehet, mintéenbzgas, azért itt az energia transzport is
(sokkal) intenzivebb. Amennyiben az aramlas femésahoz ez az energia transzport sem
elegend, akkor jon létre a levalas. A levaldsban makropias mérei 6rvénylések alakul-
nak ki.

Ebben a jegyzetben csak kétdimenzios (sikaranidg)rétedil lesz sz6. A hatarréteg
leird egyenleteit a Navier-Stokes egyeniétezethetjik le, feltéve, hogy a falra rdleiges
sebesseg komponens, | sokkal kisebb, mint a fallal parhuzamos sebeéségetet (c, ). A

részletes levezetés pl. [10]-ben megtalalhaté genegimény:

oc,,.9c __1dp  dc CX+—>£V6CXJ

“ox Yoy pox 9y 0 0y (16.1)
O:-l%-
paoy

A (16.1) differencialegyenlet rendszer dsszenydattem kozeg esetén érvényes, illetve
amikor a térafsség hatasa elhanyagolhat6 8a&rbm sincs. A hatarréteg jelleéizek szami-
tasahoz szukséges harmadik egyenlet a folytona8ségnye:

acX dc,

=0; (16.2)
0 X 0 y



16. A hatarrétes elmélet elemer

y Az abran egy turbulens hatarréteg sebes-
ség-profil lathato. A falnél ' tengely),
ahol az aramlasi sebesség a tapadasi felté-
S il R tel miatt nulla, talalhatunk egy laminaris
dtmeneti réteg alréteget. Ezutan kévetkezik — gomolygo
16.1. 3bra hatarréteg esetén — a turbulens alréteg.
o ) Végul a turbulens réteg egy atmeneti réte-
LA 7 gen keresztil megy at a ,végtelen” vagy
v zavartalan aramlasba, ahol mar csusztato
feszlltség (Iényegében) nem ébred. Az
abran ,0” a hatarréteg vastagsagat jelenti.

lamindris alréteg

Vizsgaljuk meg ennek a hatarrétegnek a sebesséiljgir Prandtl nyoman tegyik fel,
hogy a laminaris és a turbulens alrétegben a asidstasziltség nem valtozik, végig egyenl
a fali csusztato feszultséggel:

1=1,(7,a fali csusztato feszltsgg

Definialjuk a surlodasi sebességet az alabbi mddmurlodasi sebesség ,kbze” a sebes-
ségekhez csak annyi, hogy a dimenzidja sebessémndia):

u = Lo (16.3)
P

Hatarozzuk meg a laminaris alréteg sebességjatotizt a laminaris aramlasra érvényes
csusztato feszilltség alapegyenlétdéiindulva tehetjuk meg:
7= T _Iud_CX = i:yﬁ = (u*)Z:Vd_ = _*:u_dy' (164)
dy P dy d vV

A fenti egyenlet mindkét oldala, a legutolsé fojatdn dimenziotlan. Integraljuk az
egyenlet mindkét oldalat:

jdcx j—dy - & “_, =2, y=4Y o =y (16.5)
Vv u Vv

Vagyis a laminaris alrétegben a sebességprofiégie szerint a dimenziotlan sebesség
egyenb a dimenzidtlan tavolsdggal. Ezek értéke nullatélzekifbleg tizig valtozik

(O<su® =y ' <010). Az integralas miatt egy allando is bekerult wlf16.5)-be, azonban

konnyen belathatd, hogy a nulla dimenziétlan kawathnal a dimenziétlan sebesség nulla —
igy az allando értéke is nulla.

A turbulens alrétegben a Prandtl hipotézis ((1pésl (15.12)) segitségével szamithatjuk
ki a sebesség-profilt:

r=r, =4 3% o To-, 96 yz‘d‘j dg. (16.6)

Feltéve, hogy az aramlas nem valik le, azaz asséigeiranya nem valtozik, az abszolut
erték elhagyhatd. Ekkor viszont minden (16.6)-batj & négyzeten lesz, négyzetgydkvonas
utén irhato:
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16. A hatarrétes elmélet elemer

U*:/(yd_c>< = d_?(:

dy £:u+:
dy u )

=

— In(y)+ allandg (16.7)
y U

X |

1
K

Ennek az egyenletnek a jobb oldalara ismét behézhdimenziotlan tavolsag, csak ekkor
egy masik allandéra lesz szikség (ennek egyik gyakédmértekét rogton beirjuk):
C 1 (u

Sz =Lin(y)+alands = u =—1In(ﬂj——ln[—j+ allando ;

u K K Vv K v (16.8)

+_1 +
= u —;In(y )+5.5.

Ez a nevezetes, logaritmikus faltérvény, ami d&ulens aramlasok vizsgalatanak egyik
korai eredménye, és amely torvényt mind a mai napiggkorszdibbnek tekintett numeri-

kus vizsgalatokban is alkalmazzak. Az 6sszefiiggég a< 10°értékig (u* <37.5) alkalmaz-
hato.

A laminaris alréteq, illetve a turbulens alréteghasségprofiljaval dvebben pl. [1], a
.SUrlodasos folyadék aramlasénak torvényei” c. wéazfoglalkozik. Az atmeneti réteg vizs-
galataval e jegyzetben nem foglalkozunk — az éétiéklboséges szakirodalmat talalhat,
amely a hatarréteggel részletesen foglakozik.

Kiszamithatjuk a hatérrétdgszoritasi vastagsagats, amely, a 16.2. abra szerint az a fal-
tél mért tavolsag, amennyivel az aramlasnak alftdiolabb kellene kefdinie ahhoz, hogy

az adott X ” koordinatanal allandé sebesség mellett ugyartérfegat-aram haladjon at.
Y y .
Irjuk fel a térfogat-aram egyefl
C, Sy séget:

V=Tcx(y) dy=°j° 6 dy=
0 %

162 ébra S

o 5 o
5, j = Icody—j G dy:I ¢ dy @,
0 0 0

X X

A (16.8) jobb oldalan az alland6 sebességgeltedibgat aram kifejezése lathatd. Innen a
Kiszoritasi vastagsag egysizen megkaphato:

5= [(-c.() dy= T(l—%J dy; (16.9)

CO 0 0

A (16.9)-ben kijeldlt integral elvileg nullatol géelenig szamitandé, a gyakorlatban azon-
ban a szamitas joval kisebly;, értéknél abbahagyhato, hiszen az integraland§viéigy ér-
téke gyakorlatilag zérus lesz.

Napjainkban a hatarréteg jelleéitz(is) sok esetben numerikus médszerekkel szaknifa
numerikus modszerek kozil az egyik legegyidaler a véges differenciakon alapuld, explicit
megoldasi mdédszert mutat be [10].
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Mintafeladat

l. feladat: viz aramlasakor kialakul6 hatarréteg turbulenétagében, az* =5000-nél a
fizikai sebesség =0.3m) s. Hatarozza meg a fali csusztaté feszultséget@miaaris alréteg
dimenziés vastagsagat. (A laminaris alrétgg=10-ig tart, a kinematikai viszkozitas:
v =1.3010° m?/s; ésk = 0.4).

Megoldas a logaritmikus faltérvény (16.8) szerint kiszanaitd azy* =5000-hez tarto-
z6, dimenzotlan sebesséq:

1 1
"=ZIn(y")+55=— . . 16.10
u Kln(y)+55 =, /n(5000+ 5.57 26.¢ (16.10)

A surl6dasi sebesség (16.3) szerint szamithato:

= U=—= -—8- 0.0112m' s (16.11)

A fali csusztato fesziiltség (16.3)-bol fejezhlet

L= 7,=p(u) =10000.0112= 0.12Pa (16.12)
P

Véqil, a laminaris alréteg dimenzios vastagsagangjuk ki, a (16.5)-ben szerépdefi-
nicié felhasznalasaval:

L _yu ‘v _1001.300°
y =YL o y=YZ-

— = =0.00116m= 1.16nm (16.13)
v u 0.0112

A [7] példatarban — sajnos — hatarréteggel foglaikpélda nem talalhatd. Ennek oka az
is, hogy a hatérrétegek jelletiiznapjainkban legtdbbszor numerikus modszerekkhioz-
zak meg.

ll. feladat: siklap mentén, a lappal parhuzamos aramlasbatévé, hogy a statikus nyo-
mas allandé — lminaris hatarréteg sebességprofiljat, [8] szerint, kodlelit az alabbi sebes-
ség-profillal irhatjuk le:

c.(¥/0) _, oy AN
T :1.5(3) - O'E(Ej hag <1, ésahob ahatarréteg vastagsa  (16.14)

Hatarozzuk meg a kiszoritasi vastagsag teljesréstg vastagsaghoz viszonyitott értekét!
Megoldas: a szamitast (16.9) segitségével végezzik — deyaxaltozé helyett ,y/J"-

val szamolunk, illetve az integrélast nem a végiglehanem csak a hatarréteg széléig végez-
zuk (it y=90 = y/d=1), hiszen ezutan a sebesség-kilénbség azonosan null

ﬂ (¥/9) } (y/9). (16.15)
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16. A hatarrétes elmélet elemer

A (16.15) integralt akar numerikusan, akar zéakban is kiszamolhatjuk — ez utébbi eset-
ben az alabbi mddon jarhatunk el, illetve a koveikeegeredmény adodik:

%:j[l—lfm 0.5° |dp=[n- 0.76°+ 0125 | = 0.375=y/d) (16.16)

v[d /
0,8

c.(v/0)/e,
0,6 (a hatarréteg — erede n — sebesseg profilja) /

16.3. 3bra | =

02 / (90/(3:0.375
/

0 0,1 0,2 0,3 0,4 05 0,6 0,7 0,8 0,9 1

0

A 16.3. abran feltintettiik az eredeti sebesséfijtpgs a kiszoritasi vastagsaggal modosi-
tott sebesség eloszlast is — ez utdbbi feljebbd, A0 =0.375-nél kezadik és allando

(c. /¢ =1) érték.

lIl. feladat : a Il. feladathoz hasonléan siklap mentén kialdkdé mosturbulenshatarre-
teget vizsgalunk. A hatarréteg sebesség elosfBsayoman:

In
%:(%) , aholn=6.4,7.8,9.4ha Re= 10 ,f0 ,10 Re ¢xv) (16.17)

Megjegyzend, hogy a fenti sebesség eloszlas — (16.14)-heml@so— csak a hatarréte-
gen belll érvényesy/Jd<1), a hatarrétegen kivil a sebességet — e feladat@ianddnak
vesszik. A feladat: szamitsuk ki a kiszoritasi agsag teljes hatarréteg vastagsaghoz viszo-
nyitott értékét, &Re, = 10 Reynolds szam esetére!

Megoldas A szamolast az ét6 megoldasnal alkalmazott moédon végezhetjuk:

5 _} Yol gral 7850
3= ﬂ }dq j|:1/7 }d/]—{/y—jaly L 0.1136 (16.18)

Az eredeti és a kiszoritasi vastagsaghoz rendblisség eloszlast a 16.4. abran tuntettik
fel. A 16.3. és 16.4. abra segitségével 6sszehittsandl a laminaris és a turbulens hatarréteg
sebesség profilja. Megallapithatd, hogy mig a tiers hatarréteg sebességprofilja a faltdl
indulva igen meredeken valtozik, addig a laminfwasarréteg sebesség profilla nem mutat
nagy valtozast. A falnal értelmezhetaltozas, pontosabban a sebessg szerinti derivaltja
meghatarozza a fali csusztato fesziltséget: eentgek alapjan a turbulens hatarréteg esete-
ben sokkal nagyobb, mint a laminéris esetben. Tlarsuhatarréteg esetén tehat — elegend
nagy Reynolds szam esetén — nagyobb lesz a surkiasllas, mint a laminaris esetben.
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16. A hatarrétes elmélet elemer

A hatarrétegek sebesség profiljabdl kdvetkeziksazhogy amig a laminaris hatarréteg
esetén a kiszoritasi vastagsag a hatarréteg walgagsaganak majdnem 38%-a, addig az alta-
lunk vizsgalt turbulens esetben ez alig haladja enéd%-ot.

1

y/o
0,8
0.6 C.\' (.} ! i() )/CO /
(a hatarréteg — eredeti — sebesseg profilia) /
04 /
16.4. 3bra
0,2 > o —
5,/5=0.1136
L~
—
0
o] 0,1 0.2 0.3 04 05 0,6 0,7 0,8 0,9 1

A 16.4 abran lathatd sebesség profil egyébként legykrét példaja a 16.1 abran vazolt
sebesség profilnak. Csak megemlitjiik, hogy ennejferedéen oszthato fel tehat a fenti, tur-
bulens hatarréteg is a megfélalrétegekre.
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A Bernoulli egyenlet idedalis kdzegre érvényesalalos alakjat (7.16) lattatja. A
Bernoulli egyenletnél igen fontos feltétel, hoglé pont kdzott, amelyek kdzé az egyenletet
felirjuk, nem lehet energia be- vagy elvezetés.

A surlédas energiaelvezetést jelent, ezért a Baliregyenletet ki kell egésziteni az ener-
gia megmaradas elvének megfédai gy, hogy a surlddasi veszteséget hozzaadjukkaan
pontnak a jellem@hez, ahonnan az hianyozna. Az igy felirt egyehle¢vezzik kiterjesztett
Bernoulli egyenletnek. Induljunk ki (12.3)-bal:

2 2 T .
i+ul+ﬁ:j(@j ds+§+uz+_pz+zA_P; (17.1)
2 p p\ot 2 P P

A (17.1) felirdsakor igen fontos hangsulyozni &gy e felirasi méd esetén az aramlés-
ban az ]"-es pontot kdveti a2’-es. A surlodasi veszteségeketZé}A—IO tag fejezi ki — ezek
P
jelentkeznek az 1’-es ponttol a 2°-es pontig. A veszteségek figyelembe vételéveljak

helyre az egyefibéget. A kbvetkaikben a surlodasi veszteségeket szamitjuk ki, aayiatk
ban legfontosabb esetekre.

HosszU, egyenes ényomasvesztesegenek szamitasa

Vizsgaljuk meg diszor azt az esetet, amikor @losn laminaris az aramlas.

Az abran lathaté ésaramlasban
R T egy hengert hatéroltunk el gon-
(T;"”""j _dolatban. A ra haté, nyomasbdl,
i i illetve  surlodasbol  szérmazé
' ! erdk egyen-sulyban vannak, mi-
vel az aramlas stacionarius.

171, 3bra >

Az abran és a szamitasdelépésében a csusztatd fesziltséget — automatikupanitiv-
nak valasztottuk. A tovabbi szamitasokbol kiad@lisuszato feszultség negatigjele — de
ezt nem neklnk kell &rnunk, hanem a szamitas szolgaltatja (17.6). liglila hengerre hat6
eroket:

0=(p, - p,) r'm+r2me; r=,ud—cx; (17.2)
A (17.2)-Bl, behelyettesités és atrendezés utan az alabbinkéges differencialegyen-

lethez jutunk:

d
-1 (p,—p,) = de—?; (17.3)

Ezt az egyenletet a valtozOk szétvalasztasa wysretien integralhatjuk. Az eredmény,
egy integralasi alland6 bevezetésével:



17. A kiterjesztett Bernoulli eoyenlet

_ 2
cx(r):——plzmpz%+00nst; és ¢ R=0; (17.4)

Az allando értékét a (17.4)-nél megadott perer@telltt! kiszamitva, az alabbi, forgasi
praboloid egyenletének megféladgyenlettel meghatarozott sebesség eloszlastkapju

_ 2 _ .2 _
Cx(r): p12€ P, R . r : CXATLAG: Cx,l;AX :12 Hz pZEZ:C (az r=0- néD (175)
U * U

A sebesség eloszlas egyenlete hasonl6é a hidiagiati, a nehézségiosgrben forgo
edényben kialakulé folyadék-felszin egyenletéhez21abra), illetve az ottaniak szerint az
atlag erték éppen a maximalis éerték fele. Ezt éligiekre tekintettel egyszesn ,c”-vel je-
I6ljuk, ez lesz ui. altalaban az atlagsebesség jele

Egy egyenes, allando keresztmetszehben, allandé ®isedi, surlodasos folyadek ese-
tében a nyomas az aramlas iranyaban csokkennigog 0,). Ez azt jelenti, hogy a (17.5)-tel
adott sebesség-profil pozitiv értékeket vesz fel.

A csusztato fesziltség (17.3)Hegyszetien szamithato:

= dCX:—pl_pz' —_ P~ Bp. 17.6
7(r) Hy TR 5 R (17.6)

A csusztatd feszlltség a su-
garral aranyosan (linearisan) val-
tozik, a kozépvonalon nulla, a
falnal a legnagyobb. Ejele ne-
gativ — ez az aramlas sebesség-
eloszlasabdl fizikailag kovetke-
- zik, de a negativ éjelet a sza-
D mitasbdél kapjuk - ez ol
példazza a fizika és a matemati-
ka egyseégeét.

x MAX X

17.2. 3bra

Fejezzik ki (17.5)1 a nyomasveszteséget, illetve a nyomasveszteségd@fiseég ha-
nyadosat:

o = c8(u _c32pv. Ap _ c32v. (17.7)

Ap = pl - RZ D2 p D2

A (17.7)-et, a Reynolds szam bevezetésével a kéxietlakba is irhatjuk:

Ap:c322€|/:ﬁ 2B2 ¢ _C 640 _¢C ﬁ; ahol: Re=_PCasi=_%4 (17.8)
p D 2(Dc/v)D 2ReD 2 D v Re

Ezzel tulajdonképpen eljutottunk az allando kerestszei egyenes éen tortén, 6sz-
szenyomhatatlan folyadék aramlasaban féliépomasveszteség szamitasanak altalanos kife-
jezéséhez:
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= :EA%; ahol: A acgsurlédasi tényey, (17.9)

64/ Re laminéris aramlasban

A= O.Sld\“/ Re turbulens aramlasban hidraulikai simasag esetén Ra 1(
ertéked —Re diagrammbal valasztando egyéb esetekben

A (17.9) kifejezésnél megjelent a hidraulikai sgag fogalma. Ez a fogalom azt jelenti,
hogy a fellleti érdesség atlagos érétké Kisebb, mint a hatarréteg vastagsaga. (Maskép-
pen kifejezve, azt jelenti, hogy a hidraulikailagna c$ben a hatarréteg elfedi az érdességet.

Ez laminaris aramlas esetén mindig teljesil, mszz egész aramlas ,hatarréteg” jelleg
a teljes keresztmetszetben van csusztato feszijisegisztatd fesziltség egyedil a kdzépvo-
nalon nulla). Ezek szerint a laminari$éseamlas esetében a csdvek mindig hidraulikailag si-
mak.

Turbulens aramlas esetén @fas mellett viszonylag vékony hatarréteg alakul iketve
ez a hatarréteg az atlagsebesség (és a Reynolid sdgekedésével vékonyodik. Vagyis
adott atlagos érdesgégsifal (k) esetén a éfal, az atlagsebesség novekedésekor altalaban
hidraulikailag érdessé vélik — ez is megfigyethatl7.3. dbran.

A Mindkét tengely léptéke logaritmikus!
( ey g ) Az 4bran al-Re diagram
2 =64/Re vazlata lathat6. Konkrét ese-
A tekre vonatkozo, konkrét
atmeneti —nd

diagramok a szakirodalom-
T ban talalhatok.

zéna

17.3. 3bra

A Kkor keresztmetszétcsdvek mellett |éteznek mas keresztmetszetek Reynolds sza-
mot a cé atmebjevel definidltuk — nem kor keresztmetdzetagy kor keresztmetsigtde
k6zeggel nem teljesen kitoltdtt csdvek esetén eahitkai atméét szokas bevezetni:

D, =2A. (17.10)

K
(17.10)-ben, a szamlaloban a folyadék keresztratts{A), a neveében a nedvesitett
kertlet (K) talalhatd. A nedvesitett kertilet az a kerulezrénmelyen a folyadék surlédasa
lényeges. Ez rendszerint az a kerilet-rész, antdirdZal alkot.

A Borda-Carnot veszteseg

A csbvezetékekben éfordulnak hirtelen keresztmetszet névekedések. lErekiyomas-
veszteség alakul ki. A nyomasveszteséget al7.4ndzolt helyzetnek megfeten hata-

- 87 -



17. A kiterjesztett Bernoulli eoyenlet

rozzuk meg. irjunk fel szor idedlis kbzegre érvényes Bernoulli egyeniatefl”-es és 2’-
es pont kozé:

PGS _Pw,G _p . (17.11)
_— 4 = - = = = +
PSPl o on=E(d-¢)=E(ao)( e )
A L . . s
e | Irjuk fel az impulzus tételt is — de ezt
-l 1 | Gy valésagos aramlasra. Az aramlas valdsa-
174 sba  p L | Drui €5 Do gos voltat ugy vesszik figyelembe, hogy
| ! az ellerzo fellleten, a hirtelen kereszt-
VA metszet novekedésngl nyomast irunk
(mérés alapjan) els. Valasszuk a 17.4. abran lathaté ellen-
6rz6 felUletet, ekkor:
< (pAc)tc(pAc)= At (A A~ A B B) A (17.12)

(itt ;= pAc, = allandg.
A valésagos nyomasnovekedés tehat:
Pra— P =(G-C)0 G (17.13)

A nyomasveszteséget megkapjuk, ha az idedlis ngodvékedésh kivonjuk a valdsa-
gosat; ezzel megkapjuk a Borda-Carnot veszteségekését:

80 =(pog ~ B) (P~ W)=2[(6 0)( ¢+ 9-2( & § =2
s _(a-c) (17.14)
P 2

A Borda-Carnot veszteség azon alakjat, amikorl@pkikeresztmetszet (gyakorlatilag)
végtelen, kilépési veszteségnek nevezzik. Ez pdsiéveszteségnek szamos esetben fident
szerepet jatszik. A kilépési veszteség egyébkénjelz, hogy az a mozgasi energia, amit a
kozeg a kiléepésekor magaval visz, elvész, nem ku@gyszeiien) hasznositani.

Rovid elemek vesztesége

A rovid elemek, idomdarabok, szelepek, csapok tesgge, formailag igen egysten
adhat6 meg:

! 2
b _ . (17.15)
Jo 2
Az itt szerepd veszteségtényéZ ¢ ) értékét az egyes esetekre mésédkezikonyvekidl,
tabldzatokbol hatarozhatjuk meg.
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A diffGzor hatasfok

A diffazor egy, egyszér aramlastani gép, a feladata az, hogy a kozedikamenergiaja-
nak csokkentése réven a statikus nyomast néveijg iMennek nem egyszéen a vesztesé-
gét, hanem a hatasfokat szokas definialni:

Ap,,
o=l - 17.16
,7d|ff Ap|d ( )

A diffzoroknak altalaban létezik egy legjobb kdpaga. Ha ennél a kipossagnal jobban
tagul a diffazor, akkor a falai mentén névékwyomas ellenében aramlé kdzeg a falakrél le-
valik. A levalassal jaré 6rvénylés megnoveli a veséget.

Amennyiben a diffGzor kdpossaga tul kicsi, vagyisebb, mint a levalas elkertléséhez
szikséges kupossag, akkor a surlodasi vesztesémdjakr a diffuzor hatasfokat. A
diffazoron, idedlis kbzeg ataramlasa esetén bekéwet nyomasnovekedés a Bernoulli
egyenlet alapjan szamithato.

; létrejovo, idedlis nyomésndve-
. P Prig €5 Pryu hx L,
17.5. 3bra ' kedés szamitasa.

A 4,
¢, ¢, A 17.5. abran lathato diffdzorban

2

(Pra—P)= g(cl -G ) =4Ap,
A diffGzoron létrejov nyomasveszteség tehat:

APy =Dpy ~DR = (1_,7diff )Apd ; (17.17)

A surlédasos kozegekre kiterjesztett Bernoulli eedgt alkalmazasara példak a [7] 15.
fejezetében talalhatok.
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Mintafeladat
Szamos, ide vago példa talalhato a [7] példatis. gSarlodasos aramlasaten” c. feje-
zetében és a 16. ,Sarlédasos aramlas testek kartdjezetében.

Feladat meghatarozandd a 17.6. abran lathat&esetékben kialakulé térfogat-aram és a
vizfelszin cétengelytl mért magassaga.

A
=t
pg :105 Pa o . = ;
BFE By n; =0.82 H=?
L=2m Ly=3m
17.6. 3bra V=2
. #—-—-4 ———-—- —_—————
2 -10mm ", =1110°Pa
4 =0.03 D=20mm £ =1000 kg /m’°
T Jy =0.032

higanyos h=20mm
manometer

Megoldas a feladat megoldasahoz sziikséges kiindul6 adatbk.6. abrardél leolvasha-
tok. A megoldas a kiterjesztett Bernoulli egyen(&f.1) stacionarius aramlasra vonatkozo
alakjanak segitségével keregheteg. Irjuk fel ezt az egyenletetsskdr az abran is lathatd
»17-es és ,2"-es pont koze:

G _G _ Ph_B|_yAPp. 17.18
(2 2j+(U1 U2)+(pviz pvizj zpviz’ ( )

Elemezzik a (17.18) egyenlet egyes tagjait. Teldnebszor a két sebességet. Ezek ko-
z6tt a folytonossag torvenye teremt kapcsolatot:

GA=GA (merp,= 4l = ¢d=¢B = =45 (17.19)

A két potencial — feltéve, hogy a két pont egyfarmagassagban van — értéke azonos.
Ezek egymast kiejtik, a kovetk@zoen nem szamolunk vellk.

Hatarozzuk meg ezutan a statikus nyomasok kil@#bsEeltessziik, hogy adt®n 1€
magassagvaltozas hatasa elhanyagolhatd, vagyasikustnyomas a teljesdaseresztmetszet-
ben (mindketiben!) azonos a 6kdzépvonalan felvett pontokban szamitott statiky@mas-
sal. A 17.6. abran lathato, ,U” csOves nyomasimtghat a keresett statikus nyomasok
kilonbségét méri. A hidrostatika fejezetben leigakrint szamithatjuk ki ezt a nyomas k-
l6nbséget:

By = P2 = Bhigany — Puiz) 9h=1260009.8110.021 247Pa (17.20)

Ki kell még szamitani az 1-es és 2-es pont k§zétirlédasbol szarmazé nyomas-
veszteséget. Ez harom réskztevodik 6ssze: az efsa kisatmédjii, egyenes ésnyomasvesz-
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tesége, a masodik a diffizor nyomasveszteségehésnaadik a nagyatmgfi, egyenes &s
nyomasvesztesége:

A_p':;,l%_z;,(l_,?d)cl G, [L)gczi (17.21)

Helyettesitsiik be ezeket a részeredményeket gekitéett Bernoulli egyenletbe, és a
folytonossag térvényenek alapjan kapott eredmeéasirizkiiszoboljuk ki ac, sebesseéget:

(%_&Zj{uj{4%&2@41_%)&2‘@%%2%}; (17.22)

2 2 p viz

A (17.22)-ben mér csak a ,2"-es pontbeli sebeszéigmeretlen. A kifejezés egysitlebé
tétele érdekében vezessik be a koveétkegszefoglald mennyiséget:

16 15 L, 1
A= 016 +(1- f7d) tA 2= (17.23)
=0.033.2- %4 (1 0. 83—+ 0.032> = 533

0.01 2 0.02 2

Ezzel

c;(7.5-53.3§=~( 24721000 = c,= 0.23%'s (17.24)

A térfogat-aram pedig:
V =(D?/4) ¢, =(0.0277/ 400.232 0.000078%/ s (17.25)

A masodik kérdés a ,H" magassag értéke. Ennek #adama ismét a Kkiterjesztett
Bernoulli egyenletet hasznaljuk, de most a ,2”-esatEs a ,csonakos” (jele: 0) pont kdzé fel-
irva:

pz +C§ pO +U +z_:&+gH+£; (17.26)
Iowz 2 pwz pwz pviz 2

(17.26)-ban, vesztesegként mar csak a kilépégitessget kell szerepeltetni. Innen a ke-
resett magassag egysiem szamithato:

=P P 10000 ~1m. (17.27)
P9 1000[D.81
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18. Testek koruli aramlasok -92-

A testek koruli aramlas olyan aramlas, amikor txpget elvileg végtelen folyadéktér vesz
kordl és vagy a folyadék, vagy a test mozog, egetimdkett mozog. Ez utdbbira példa egy
repubbgép, amely mozgéd levégen (pl. turbulens atmoszféra) repll.

Aramlastani szempontbdl csak az egymashoz képestijas az érdekes — a kovetkez
ben, amint azt a cim is jelzi, ugy tekintjuk, hagkodzeg aramlik a test korul. Erre egy gya-
korlati példa lehet egy un. szélcsatorna, ahol écsatorndban létrehozott Iégaramlasban
valamely testet (modellt) szokas vizsgalni.

A ,test” egy altalanos kategoria — ide sorolhatpakdaul — sok mas kdzoétt — a jarwvek
is. A testek lehetnek aramvonalasak és nem arartagata De az aramvonalassag relativ:
bizonyos megfuvasi (aramlasi) iranyok esetén aledsdt aramvonalas, mas megfavasi ira-
nyok esetén pedig nem aramvonalas. A nem aramwtedteket esetenként tompa testnek is
nevezik.

Tompa testek

A tompa testek kozil kiemelten fontos a hengea §émb. A henger kordli, ideélis kdzeg
esetében kialakulo aramlassal mar korabban fogtadkd (9. pont, (9.10) — (9.13) dsszeflig-
gés). A henger korul idedlis és val6sagos viszonkokott kialakul6 aramlas nyomas-
eloszlasa — nyomas ténygz — lathaté a 18.1. abran.

5= Pa— P
cpl2
13 PP
7 .\. ..\ Idealis kozeg /.7
1+ \ P

161, sba - | N // C——"1

2 \\ ’ / / * \\ -LRILRGKR
) \\. . / — \

0 x/2 V.4 3x/2 2x

e

A val6sagos aramlasban kialakulé nyomastétiyaszlas 1ényegesen kiilénbozik az ide-
alis kbzeg esetén alakuldo nyomastéryetoszlastol. Ez a kilénbség @lsorban a henger
megfavassal ellentétes, hatsé oldalan jelentkezial6sadgos kdzeg a hengert nem tudja toké-
letesen koérilaramolni, a henger moégott drvenyesldesyv zona alakul Ki.

Az ebben a zonaban kialakuld orvényeket Karmaam devénysornak nevezik — ezek az
aramlastan és aerodinamika szamos teriletén bienakivil nagy jeledséggel.



18. Testek koriili aramlisok

Val6sagos kozeg henger korlli aramlasa esetérkoanaz aramlasi sebesség, azaz a
Reynolds szam kicsi, csak laminaris hatarrétegualiaka henger kortl. Ez a hatarréteg csak
kis energiatranszportra képes, ezért hamar levaiknamar, kb =80 koriilfogasi szognél
kovetkezik be. Ezutan, a fennmaradé iv mentén tedé@ényes zona all @l Ezt lattatja a
18.1. abra Re< Regg"-val jeldlt gorbéje.

Nagyobb, pontosabban a kritikusnal nagyobb Reynskthm esetén a laminaris utan a
turbulens hatarréteg is létrejon. A turbulens hiétégbeli jelerisen nagyobb energiatransz-
port joval késbbi (9 0120) levalast jelent. Emiatt, ebben az esetben a ngtmhdast jel-
lemz5 gorbe Re> Rg,) sokkal kdzelebb halad az idealishoz. Ez azt fgléwgy a henger
(gbmb) ellenallasa a kritikus Reynolds szam elddskirtelen lecsokken.

Ezt a tényt, hogy ti. a tompa testeknél, turbsilbatarréteg esetén az aramlabbs/a-
lik le, ezért az ellendllas kisebb lesz, kihaszidljTipikus példa a golflabda esete: ennek a
felszinét agy alakitjak ki, hogy a hatarréteg setéhegkorabban turbulens legyen — ezért az
ilyen labda azonos impulzus hatasara messzebhiié (eggyes esetekben akar 75%-kal mesz-
szebbre), mint egy olyan, amelynek a sima felllegm alakul ki turbulens hatarréteg.

A testek korlli aramlasok vizsgalatakor sok, éedekérdés mertil fel. Az egyik ezek ko-
zul a nyomas és a csusztato feszliltség eloszltest geliletén. Az (1.2) kifejezést a szGban
forgo test felllete mentén integralva a testre eagdh er6t kapjuk:

R=[MdA; (18.1)

Ennek az émek altalaban két, egymasra ileges osszetéyet szokas vizsgalni: az
egyik a zavartalan aramlas irdnyabé ekenallas-af, a masik az arra méeges felhajtoé.
Az ellenallas &it az ellenallas tenyéZ c,) segitségével szokas felirni.

Az ellenallas tényéit pl. (szélcsatorna) mérés alapjan lehet meghatgroregmérjik a
vizsgalt testen keletkézllenallas aft, majd ezt az ét elosztjuk a zavartalan aramlas sebes-
ségével szamitott dinamikai nyomas és a test asamhaebleges, legnagyobb keresztmetsze-
ti felletének (A, ) szorzataval:

I:E
P on
—C
2¢ M

cC =

e

itt: c,—az ellenallas tényéz (18.2)

A 18.2. 4bran a henger és a gomb ellenallas téeyéathatd, a Reynolds szam fliggvé-
nyében. A gorbék csak jellegre helyesek, azokrahextéket szamolas ceéljabdl hasznalni
nem szabad. Mindkét gorbén lathato egy-egy, krtilak nevezett Reynolds szam, amelynél
az ellenallas tényézértéke hirtelen lecsokken. Ez a mar korabban etyltatarréteg valtas
miatti korulfogasi szog névekedés kovetkezménye.

A gbmb esetében, teljesen turbulencia-mentes asimah ennek a kritikus Reynolds

szamnak az értéke8.85010. Ennek a kritikus Reynolds szamnak a segitségex@kas a
turbulencia faktor t definialni:

i = 38500 . (18.3)
I:eekl’MI'ERT

A fenti kifejezés nevejében az a kritikus Reynolds szam talalhato, anelymirositeni
kivant aramlasban mérhetiink. Ez legfeljebb edyaté altalaban kisebb, mint a turbulencia-
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R TR L

mentes aramlasban adott érték — ami a tort szgaitald talalhato. A mért kritikus Reynolds
szam annal kisebb, minél turbulensebb a vizsgatkis. Igy, a turbulensség ndvekedésével
a turbulencia faktor értéke is névekszik.

c, Az @abran lathato
N\ gomb gOrbék Osszenyom-

100 N hatatlan kozegre

\\ vonatkoznak.

10 \\ Nagy sebesség
16.2. hro P~ (nagy Mach szam)
; == I eset'en megjelgnlrk a
T—_————~ \f hullam  ellendllas,

| R ami a gorbék mene-

0 v REC L, -
tét jelentsen meg-
0.1 1 10 100 107 104 10° 106

valtoztatja.

Aramvonalas testek — a szarnyprofil

A tompa testek ellentéte az aramvonalas testrfp#otestek kortli aramlasban jellefnz
en légellendllas jon létre, mely mérsékelt sebdssggmlasban doten az alakellenallas.
Nagysebességaramlasban megjelenik a hullamellenallas is. Ezekllenallasok alapwin
a nyomaskulonbség miatt allnak eh csusztato fesziltség szerepe kicsi.

Az aramvonalas testek esetében az alakellendt@alk@n kicsi, e testek ellenallasanak
don® része — mérsékelt sebess@gamlasban — a surloédasi ellenallas. Eppen ezé&bhben
az esetben az ellendllas ténjteaz dramlas altal surolt felllettel ardnyos, wetiileti felllet-
tel (A;) szokas szamolni:

C, = , itt: c,—az ellenallas tényéz (18.4)

Az aramvonalas testek a jaigepészetben legjellerdlab példaja a mérsékelt sebesség
aramlasokban alkalmazott szarnyprofil. A szarnyprjeflemz6i a 18.3. 4bran lathatok. A
szarny-profilt rendkivil sokfelé alkalmazzak — gftentosabb sajatossaga az, hogy az aramlas
irAnyaba e$ ellenalldshoz képest (igen) nagy, az &ramlasrélegas felhajto €it hoz létre.

18.3. 3bra

(megfuvasi sebesség) (allasszdg)
A felhajtéeb tényest az ellenallashoz hasonlé médon definialjuk:
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F

C; = ;
f BCZAS
2

itt: c, —a felhajtoed tényed (18.5)

Helyettesitstik a szarnyprofilt a vazvonalaval 418bra). Azt mondhatjuk, hogy a szarny-
profil elsssorban a korulotte aramld leviegebességének iranyéat valtoztatja meg. Az irdny-
véltozas, az aramvonalak gorbiiletén keresztiil ngwéitbzashoz vezet. igy alakul ki a
vazvonal (profil) alatti nyomasnovekedeép,t+Ap, ), illetve a vazvonal feletti nyomascsok-

keneés (p, —Ap: ). Azt mondhatjuk, hogy a nyomas a vazvonalradhegesen majdnem min-

dig szigorian monotonén— kivéve magat a vazvonalat, ahol ugragszercsokken. Ez a
nyomasugras — természetesen — csak ugy lehet$dggsaz aramlast a vazvonal (profil) szi-
lard felGletként két részre osztja.

18.%4. 3bra

A fels6 nyomascsotkkenés kovetkezeben felll a helyi seQevs@rd; alul, a nyomasno-
vekedés miatt pedig lecsdkken. E nyomaskilonbssgjéal eballé sebesség-kilénbségnek a
felhasznalasaval szamithato a cirkulacio, ahohtegralban hasznalando zart gorbe a vazvo-
nalat (profilt) kérilvew, zart gorbe:

F:[ﬁcds; (2.13)
Emiatt, az altalaban nem nulla cirkulacié — vagyedy — miatt nevezik a szarnyprofilok-

bél felépitett lapatokkal ellatott aramlastani gégiedrvénygépnek. A profil hatdsanak cirku-
lacioval torté modellezése — igen nagyvonalian — a 18.5. abtidatta

J"

18.5. 3bna

YYYYYYYY

alaparamlas + cirkulacio = eredd sebesseégeloszlas

Az alaparamlas és egy (a gyakorlati szamitasokitam esetleg megoszId) 6rvény sebes-
ségterének 0sszege olyan éredbességtérre vezet, ahol a profilhoz (vazvonalkizeledve
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megkapjuk a fels oldali sebességndvekedeést és az also oldali ssjsEkkenést. llletve a
profiltél (vazvonaltdl) tavolodva a sebesség a daan aramlas sebességéhez tart, vagyis
ekkor a nyomas értéke is tart a kornyezeti nyomi@ké&hez. Az ilyen elven felépitett, nume-
rikus modelleket a szakirodalomban fellleti 6rvérayrel moédszereknek nevezik, ezeket a
profilok egyszeit numerikus szamitasara (igen elterjedten) hasxniglja

A 18.4. abran, a kilépésnél megfigyethehogy a kilép sebesség ugyan kozel édiet
ges, azonban a féloldalrél érked kdzeg sebessége nagyobb, mint az als6 oldalrékxirk
Vagyis a profil nyomaban egy un. nyiro-réteg alakuEbben a rétegben a félaramlas se-
bessége fokozatosan cstkken, mikbzben a nyomaksrikeaz als6 aramlas sebessége pe-
dig fokozatosan & mikdzben a nyomasa csokken. Ez végeredménybeokaziza, hogy a
profil mégotti a&ramvonal (nyom) tovabb gorbiil lefelgy alakul ki az a helyzet — amihez ha-
sonlét a légesavarnal mar bemutattunk — hogy aor@dtol (profiltol) tavolabbi indukalt se-
besség kb. kétszer akkora lesz, mint a kdzvetlanidzvonalnal (profilnél) adédé indukalt
sebesség.

A profilok legfontosabb tulajdonsagaként azt jglklmeg, hogy ezek kis ellenallas aran
nagy felhajtoest képesek Iétrehozni. A (18.4), illetve (18.5) @stiggésekkel definidltuk az
ellenallas, illetve a felhajtoénényest. E két tényed viszonya szamszéen is megmutatja,
hogy a profil aerodinamikai méisége milyen. Definialjuk ékzor a sikloszamot:

£=C,/Cy; (18.6)

A siklészam annal jobb, minél kisebb az értékealdnegjegyezziik, hogy a sikl6szam az
elnevezését onnan kapta, hogy megmutatja: egységayassagbol milyen tavolsagra siklik
egy vitorlazo repiflgép. Vagyis a sikloszam korrekt megnevezése montiph. A gyakor-
latban a kifejezésih az egyes elmaradt és gyakran mondjak — pontdtlarnogy a sikloszam
25.

Mas iskolakban az aerodinamikai jésagot (@séyget) definialjak:

K=c /¢ =Ye; (18.7)

Az aerodinamikai miéség éppen a siklészam reciproka — annyi, mint dgplanul meg-
nevezett siklészam (példaként mondtuk a 25-6t).oAkkét siklészam, vagy aerodinamikai
mindség erték egy-egy konkrét profil valamelyikddési allapotaban a profiljellerdiz isme-
retében hatarozhaté meg. Nagyon j6 profiloknaleadinamikai midség 100-120-as értéket
is elérhet.

A profilok mikddéseét jellemd, legfontosabb valtoz6 az allasszog (18.3. abra).

A felhajtéeb és az ellendllas tényea 18.6
o abran lathato. A felhajtéértényes sokaig
\ az allasszoggel aradnyosan valtozik, majd
amikor az értéke tul nagy lesz és az aramlas
méar nem tudja kovetni a profil kontarjat
(levalas kezddik), akkor, egy maximalis
érték utan drsen csokkenni kezd. Ezt a ma-
/ ximalis felhajtoed tényesdt éppen a Kkriti-
18.6. 3bra >/ kusnak nevezett allasszognél kapjuk. Az

——— ellenallas tényémek van egy minimalis
értéke, etil balra és jobbra egyarant novek-
/ Qg szik.
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A gyakorlatban rendkivil sokféle profil ismert.sBkféle profilbol, példaul a repulésben
ismertek a NACA, a CAGI, az ONERA, a RAF stb. plaki E profilok adatai un. profil-
katalogusokban talalhatok meg. (llyen pl. a NACANational Advisory Committee for
Aeronautics — 824-es ,Report”™ja, amely 1945-belenje meg és a ,Summary of Airfoil
Data” cimet viseli).

A legjobb sikloszam (melynek értéke annal
jobb, minél kisebb) valtozasat a Reynolds
szam fuggvényében, egy profil, ivelt lap és
siklap esetében a 18.7. abra mutatja. Latha-
t6, hogy van egy Reynolds szam interval-
lum, ami alatt célszébb siklapot vagy ivelt
el lap lapot alkalmazni; illetve efelett a profil al-
kalmazasa éhyosebb.

18.7. 3bra

Erre lathatunk példat, amikor a kisméret
6+8-10° Re gépek esetében (pl. processzorhventila-
tor) a lapatot ivelt lapbdl allitjak &l Na-
gyobb  gépeknél viszont profilokat
alkalmaznak.

A szarnyprofilok nikddését kétdimenzids, vagyis sikaramlasban viadgaBok, érdekes,
itt nem vizsgalhat6 kérdés merdl fel akkor, ha mrdast harom-dimenzidsnak kell tekinteni
—ilyen pl. a véges szarny problémdja.
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Mintafeladat

A [7] példatér a 16. ,Sarlédasos aramlas testekilk@. fejezetében tobb, e fejezet anya-
gahoz csatlakozo példa talalhato. A kovetikden egy, egyszeéifeladatot mutatunk be.

Feladat

Meghatarozand6 az abran lathaté motoros kisrepu-
16-gép felhajtoas és legellenallas tény&e, valamint
sikloszama. A repidbép szarnyanak fellle-
te A, =18nT; a repibgép sllyaG =14500N; a re-
pulési sebességec=60m's és a replléshez
szliikséges teljesitmériy=75kW.
A szamitasban a levégirisége p :1.225kg/ nt értékre valaszthato.

18.8. 3bra

Megoldas a mechanikabdl ismeretes, hogy egyenes vonay@gnégfes sebességnozgas
esetén a testre — jelen esetben r@pipre — hatd kidserok eredje és az eredkilss nyoma-
ték egyarant zérus. A nyomatékokkal ebben a fatatahem foglalkozunk — csak a teljesség
kedvéert emlitettik megket. Az eegyensulybdl kovetkezik, hogy a vond€iF, ) és a lég-

ellendllas E,) eredje, valamint a felhajtoér(F, ) és a sulyér (G) eredsje paronkeént nulla.

A felhajtéet abszollt értéke tehat egyém sulyeé abszolut értékével:

F|=|6] = F, =14500N; (18.8)

A felhajtoet ismeretében, (18.5) felhasznalasaval szamitheihajtoet tényesd is:

_  F 14500  __ ... (18.9)
“ o2 A (1225 3D66D18_0'365'

Masrészt a replléshez szikséges teljesitménekieg alapjan a vonéea kovetkes-
képpen szamithatd (a vektor jelleget elhagyvabaza@ut értékkel szamolunk):

R,=Fot = F,=P,,/c=75000 60= 1250N; (18.10)
Innen kovetkezik a I1égellenallas és (18.4) szexingllenallas tényéas:

F,=F,=1250N; és g=, & = 1250 _j 031, (18.11)
(p/2)c’A, (1.225 I066018

Szamitsuk ki (18.6) szerint a siklészamot:
E= ce/cf =0.0310.365 0.085 1:11; (18.12)
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Ebben a pontban az aramlastechnikai gépek legatbeatdapismereteit mutatjuk be. Ezek
az alapismeretek a jativekkel foglalkozé mérnokok szamara feltétlenil sagesek.

A csivezetékek jelleggorbéje

A csfvezetékek egyes kérdéseivel a 17. pontban méarkogtank. A cévezetékek, ame-
lyek egyenes csoveklh csokonyokokidl, elzard szerkezetekbés egyeb elemekb allitha-
tok o6ssze kulonféle (folyékony és gazrgnfolyadéekok szallitdsara szolgalnak. Egy ilyen,
konkrét cévezeték jelleggorbéje lathatd a 19.1. abran:

H (e A csbvezeték széllithat valamely magassag-
vagy / ) ra (H), vagy valamely nyomaskilonbség

) - ellenében . Ez a szdlliths a statikus
r || vagy ap ep)

szallitd magassagboHg;), vagy nyomas-

19.1. sbra H vagy Ap kulénbségbl (Ap,), valamint a veszteség-
Hyvagydpy pg) (0 vagyA p) tewsdik dssze. Ez utébbi
1% (a veszteség) a 17. pontban foglaltak szerint

a térfogataram négyzetével aranyos.

Az ilyen jelleggorbével bir6 ésezetékkel kell az egyes aramlastani gépeknek it
kodni. A gaznem, illetve folyékony folyadékok szallitasara szolgasivezetékekben &l
forduld, jellegzetes sebességeket —@treél fliggvényében — mutatja a 19.2. abra:

& =
g 20+50 [m/s]
gézok-gbz 6k

/ P~p

2.5+7[m/£]{/
19.2. 3bra | VRl

/ folyékony folyadékok } 2+4[m/ s

0.8+1[m/s]{/’/—' v nagy
D [mm]
10 100 1000

A 19.2. abra természetesen csak a tajékozéddgagapa gyakorlati megoldasokban et-
tol eltérs atmebk és eltéd sebességek is leteznek. Mindazonaltal érdekesigyegfi, hogy
az elektromos tavvezetékekhez hasonl6éan a nagyololségra tortéh szallitas jelleméen
nagyobb nyomason torténik. (Az elektromos feszgHsdonbség aramlastani megféjel a
nyomas kulénbség.)

Csshalbzatok alapismereteli

A csbvezetékekbl gyakran céhal6zatot allitanak dssze. Ezek aramlasi viszoryatnét
elektromos analdgiara hivatkozva — a csomoépont ésirok-térvény alapjan irhatjuk le. E
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térvények altalanosan az un. illeszkedési és harakix segitségével fogalmazhatok meg;
ebben az éhadas vazlatban csak nagyon egyéeer az elemi szemlélgtbkovetkes alakjuk
talalhaté meg.

Tekintstk a 19.3. abran lathato, egyéz®ilozatot:

I,

19.3. 3bra

Erre a hdlozatra nézve felirhaté két csomoponterigt:
V,=V,+V, illetve \j+ =V (19.1)

Ezek az egyenletek — a folytonossag torvényét sdétintartva — azt fejezik ki, hogy egy
csomopontba belépes kile® aramok ertéke azonos.

A hurok-torvény pedig azt mondja ki, hogy a 1%Bra jel6léseit hasznalva a nyomas-
veszteség az ,2"-es szakaszon egyen|3"-as szakaszon bekovetkezyomasveszteséggel:

Altalanos esetben a csomoponti és hurok-térvéalasjan nemlinearis egyenlet rendszert
kapunk, ennek megoldasa rendszerint valamely, &g \numerikus mddszer alkalmazasat
igényli.

Cshalozatra vonatkozo, igen egyszeelda a [7] 15.13-as feladata.
Aramlastani gépek

Az itt kdvetked, ebsen bevezétjellegi fejezetben az aramlastechnikai gépek kdzll csak
az orvenygépekkel foglalkozunk. Az érvénygépek edzésben az ,,6rvény” nem a forgason,
hanem a gépben talalhatd (szarny)lapat koril kidda&rvényen, masképpen cirkulécion ala-

pul.

Az 6rvénygepek tdbbnyire (nagyon nagyvonaltan)tegbdl (pl. csigahaz), jarokerékb
és a jarokereket forgaté motorbal allnak. Mi, itiadidlis jardkerekeket, azok lapatkialakitaséat
és niikodését targyaljuk. Ezt is a legegysidy modon, a lapatokat vazvonalukkal helyette-
sitve tesszik.

A ,radialis” azt jelenti, hogy a kbozeg a jarOkeedkalapveaten sugariranyban (és nem
tengelyirdnyban — ezek egyébkent az axialis gépaétézik a két aramlasi irany kombinacio-
ja is) halad at. A lapatozast ilketn hasznaljuk a ,hatrahajlé”, a ,radidlis” és atérehajld”
jelzét. Ez alapveten a lapat kilép érintdje iranyat jelzi. A ,radidlis lapat” azt jelentipgy a
kilépo érintd sugéariranyu. A ,hatrahajlé lapat” kiléperintsje ezek szerint a forgasirany sze-
rint hatra él, az ,elrehajlo lapat” kilég érintje pedig ebre.

- 100 -



19. Aramlistani gépek — bevezets

A 19.4. abran egy hatrahajlé
lapatozasu, radialis atomies
jarokerek lathatdé. A belépést
,1"-es, a kilépést 2"-es in-
dex jeloli.

A belépésnél feltettiik, hogy a
belé@ kdzegnek nincs
perdulete (cirkulacidja), mert a
Kelvin tétel értelmében (10.5),
idealis, 0sszenyomhatatlan
k6zegben a perdilet ddsze-
rinti derivaltja nulla. Ez akkor
nincs igy, ha a jarékerékhez
araml6  kdzegnek valami
perduletet ad: ilyen lehet,
mondjuk a jarokerék étti
eléperdités.

19.4. 3hra

A 19.4. abran egy be- és egy kitépebességi haromszog lathatd. E két sebességi harom
szOgben az abszolut sebessél-€ a mechanika tanitasa szerint — a szallitd sélge@) és a
relativ sebesség vektonv) dsszegekent all &l

A 19.5. abran egy, kilépsebességi harom-
szdg lathat6. Ebbe a haromszégbe berajzoltuk
az abszolut sebesség keriletj, () és meridi-

an (c,,,) 0sszetedjét, valamint a lapatszoget

(5)s.

Az abszollt sebesség kerlleti 6sszétdva perdilet, a meridian dsszetgy a térfogat-
aram szamitasakor hasznaljuk majd fel.

19.5. 3bra

A perdilet (impulzusnyomatéki) tétel segitségdatbirozzuk meg egy jarokerék forgaté-
sahoz szikséges nyomatékot:

j rx(cocTdA)= J' r><(HdA)+jr x(pg dV)-r xT ; (7.18)

(A) (A

Tegyuk fel, hogy a jobb oldal él$s masodik tagja nulla, azaz a fellletikenyomatéka
és a térdisségbl szarmazé éik (pl. sulyet) nyomatéka is nulla. Tegyulk fel tovabba, hogy
al9.4. abran lathatd, kétdimenzios esetnél a fashatz szilkséges nyomaték az abra sikjara
merdleges (vektor) és a baloldalon tévektori szorzat abra sikjara nierges dsszetéye [1]
nyoman:
J' rX(c,ochA) =(r,Cp — 1Ly, ) M; (19.3)
(A)

Masrészt, szintén a baloldali integralban megtakél a tomegaram:
[ pcTdA=mh; (19.4)
A
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Ezzel a perdilet tétel alapjan a jarokerékre hgtinatek szamithato:

m( Gyt — ¢, h) = (- xT )‘Z =-M,; (19.5)

Szorozzuk be mindkét oldalt a szogsebességgekb@gilk a jobb oldal ;1"-szeresét,
hogy a folyadéknak atadott teljesitménipt() kapjunk:

(G, - G u) =~ Myw= R:; (19.6)

A folyadéknak atadott teljesitményt a Bernoullyeglet alapjan is felirhatjuk, hiszen a
tbmegaram és az energia-kilénbség éppen ezt adja:

P =m{%+ ghTﬂ =md H- H)= mgH,; (19.7)

1

o G R .
itt:gH, =—+gh+—, i=1vagy2|.
2 o

A fenti egyenletben, a hagyomanyos felirasi modnakfeleben minden energiat magas-
sag dimenzidban fejeztlink ki, ezért irhatd a jolualon egyszdien a magassag kulonbség.
Ez a magassag kilonbség réviden az ,elméleti végtetallito magassag”, ami a (19.7) jobb
oldalan lathato K" betii indexe.

(19.6) és (19.7) osszevetesével az Euler turliiyardetet kapjuk:
H - C2u u2 ~ Cfl.u L!L

€00 )

g

(19.8)

Az ,Euler turbina egyenletet” egy, a hagyomanyoladapuld elnevezés, &es munka-
gépekre egyarant alkalmazhat6. Az ,elméleti” alrjg, hogy ebben az egyenletben veszte-
ségeket nem veszink figyelembe. A végtelen pedigebenti, hogy a lapatok szama végtelen,
azaz a perdilet a keriilet mentén mindentitt azdidlagiméleti érték.

Ez az egyenlet, hasonl6é formaban axidlis ventitdtia is felirhato:

Ap,, = pPUAG, (19.9)

A (19.9) annyiban kilénbdzik a (19.8)-t6l, hogynagassag helyett nyomas-dimenziéban
irédott; tovabba az axialis gépeknél a ki- és beymar Iényegében azonos, igy nincs értel-
me kétféle kerlleti sebességgel szamalniHu, = u), illetve az abszolit sebességek keruleti
iranyl 6sszetdiinek kilonbsege egyetlen tagba foglalhat6 6ssze-(c, =Ag,).

Az 6rvénygépek iiikodésére jellemiza reakciofok. irjuk fel a teljes szallit6 magasstaay
nyomashol és a mozgéasi energiavaltozasbdl szarsratiitd magassagok dsszegekeént:

H=H +H_;
Ezzel a reakciofok:

(19.10)
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A 19.4. és 19.5. abran feltiintetett sebességéddpmlsolatban két, egysasits megallapi-
tast szokads megfogalmazni. Az &lahogyan az a 19.4. abran lathato is, az, hoggiéab
kdzegnek nincs perdilete ( =0). A masodik szerint feltesszik, hogy a jarokerelgt ala-

kitjak ki, hogy a meridian sebesseg ne valtozagn £ c,,,). Ez utobbi sebesség allandésaga

agy érhed el, hogy a jarokeréken a folyadék ataramlasi latnestszetét allandonak tartjuk —
vagyis a névek¥ sugarak esetében novékkerilethez megfelélmértékben kisebb magas-
sagot rendellnk. (Vagyis a jarokerek lapat-magassagugar névekedésevel csokken.) Ezen
egyszeifisitesekkel a H_” szallitbmagassag rész az alabbi formaban irledto f

2

H=CG"8 Gt G~ Gnp G (19.11)
° 29 29 29

Ezzel a reakciofok:

2
r=1-—2_: mert: H= H.. n&us . (19.12)
2C,,U, g

A radialis jarékerekek vizsgalataban az alabldtali szamot szokas bevezetni:
£=c,/u,; (19.13)

E viszonyszam a lapatozas alakjat is jellemziraiédjlo a lapat haf <1 (ez a helyzet a
19.4. abréan); radialis kilépés lapat, haé =1(c,, = u,), ilyenkor a relativ sebesség riler
ges a keruleti (szallitd) sebessegrérahajld a lapat, hd >1. Elérehajlo lapat esetén a kilé-
p6 abszolut sebesség nagy értéket vesz fel, ilyemkidepésnél nagy a kinetikai energia.

A & segitségével a szallitbmagassagok és a reakcidKoketkes formaban irhaté fel:

el oy oY% g <. 19.14
H, =62, H =2 ésezzel F1-; (19.14)
g 29 2
Abrazoljuk a szallitomagassagokat, illetve a rék&ot a sebességi szam fliggvényében

(19.6. 4bra). A bal oldali rész-abrardl leolvashatigy az elméleti végtelen szallitd magassag
a sebességi szammal aranyosén n

Ezen belll a kinetikai energia névekedégézamitott szallitd magassag rész négyzetesen
novekszik. Az abrardl leolvashato, hogy a hatraghigpatok ¢ <1) esetében a nyomas ma-

gassag a nagyobb, mint Bl (> H ) a kinetikai energia ndvekedegészamitott szallito ma-
gassag rész. Ekkor a reakcio fok értéker > 0.5.

H /

) (reakciofok)
(szallitomagassagok) 7

19.6. 3bra
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A radialis (kilepes) lapatoknal € =1) a két szallitomagassag rész egyet , =H ), a
reakcio fok pedig éppen 0.5 — ez j6l lathato a gitbdli rész-abran. Az &éehajld lapatok ese-
tében ¢ >1)a kinetikai energia ndvekedésélszamitott szallitd magassag rész kerdl talsaly-
ba, és ennek megfetein a reakcio fok csokke®(5>r > 0).

Mindkét rész-4bra vilagosan mutatja, hogy a 2-es érték folé menni igazan céldter
len. Végkovetkeztetésként megallapithatjuk, hotmatmahajlo lapatozas viszonylag kis szalli-
tdmagassagot képesiéllitani, de ezt viszonylag j6 hatasfokkal tesaragyis az ilyen gép
méretei (adott feladatra) nagyok lesznek: ezelahilsthagymérét, j6 hatasfoki berendezé-
sek. Az ebrehajlo lapatozas esetében viszont éppen viszomdgy szallitbmagassagot ka-
punk, de viszonylag rossz hatasfokkal. Az ilyenatapéssal ellatott gépek lehetnek azok a
mobil gépek, ahol etssorban a nagy teljesitmény és kis méret a fortdmtasfok nem any-
nyira lényeges. Erre példakéntiaaltd szivattyat emlitjuk.

Radialis &tomlég jarokerékkel ellatott 6rvénygépek jelleggorbéje

Az eddig targyalt gépek esetében, a gépékdautetéséhez szilkséges ezek jelleggorbéi-
nek ismerete. Jelleggdrbének egy, adott fordulatbpa tartozé szallitbmagassag-
térfogataram diagrammot nevezink. Vizsgaljuk mégzir az elméleti jelleggorbéket.

Legyen a ki- és belépmeridian sebesség azonos, illetve legyen a beldgésiletmentes.
Ekkor (19.8) megfeléen egyszdisitett alakjabdl, illetve a 19.5. abra alapjantitha hogy:

_ 2
o= Calb _ (u, = c,p Ct9B,) U, :u_z_ﬁczm ctgB, = K.~ KV ; (19.15)
g g g g

€c0

A fenti kifejezés felirasanal kihasznaltuk, hogkilépé meridian sebesség dsszéiara-
nyos a térfogat arammal. A kilépapatszoget tartalmazo tagt§S,) értéke hatrahajlo lapat
esetén pozitiv, radialis lapatnal nulla ésrehajlo lapat esetében negativ. igy az elméleti jel
leggorbék felrajzolhatok (19.7. abra, baloldal).

H H,

H,, (ctgfi<0) s Elmeleti — e
giarehaile 128 jelleggorbe Periiiet pards
Radiélis lapatozés =T ”
. _ - Sdrfodési veszieséy
19.7. sbra (ctg 5,=0) = _ .___
r?fn?/;@ P 7= mozés‘f vaszfeséy
PH0zgg Valdsagos
(ctg £, >0) Jjelleggérbe
I ]:7

A 19.7 abra jobb oldalan egy példa lathat6: hogyzérmaztathaté egy épperehajlé
lapatozasu gep elméleti jelleggorbéjeh valdsagos jelleggorbe. Az elméleti szallitd amg
sagbal le kell vonni a véges lapatszam miatti pletddpadasi veszteséget. Ezt kdest levo-
nando a térfogataram négyzetével aranyos surlodéstteség is. Végul levonandd az
Utkdzeési veszteség: ennek értéke a tervezési ponille; ennél kisebb vagy nagyobb térfo-
gataramoknal pedig, a munkaponttol tavolodva aékértd.

- 104 -



19. Aramlistani gépek — bevezets

Csivezeték és radialis atomiésapatozassal ellatott 6rvénygép egylitkddése

Az orvénygeépek rikbdési vizsgalatanak lezarasakeént vizsgaljuk efyezeték — radiélis
atomlés 6rvénygep egyuattikkodési kerdéseét.

, A 19.8. abran egy radialis at-

H Csbvezeték jeliequorbéje Oomlédi lapatozassal ellatott
orvénygép és egy éeezeték
egyuttmikdodését meghatarozo
jelleggorbék lathatdk. A két
gorbének két metszés-pontja
(munkapontja) van. A bal olda-
li labilis, a jobb oldali stabil.

19.8. 3bra

Ha a térfogat-aram valamely zavar kévetkeztébegvalozik és az M, ” munkapontnak

megfeleb értéknél nagyobb értéket vesz fel, akkor a reredd&re allo szallitd magassag na-
gyobb lesz a szikségesnél, tehat a térfogat-araatondvekszik. Ez a jobbik eset. Ameny-

nyiben a térfogat-aram lecsokkenne, akkor a reedékre allé szallito magassag kevesebb
lesz, mint a szikséges — igy a folyadékszallitésokken. Ekkor, rossz esetben hidraulikus
lengések is felléphetnek. Ez a munkapont a gyatkanhaelkerilend!

Az ,M,” munkapont viszont stabil: nOveé&uérfogat-aram esetén a sziikséges szallitd

magassag nagyobb lesz, mint a rendelkezésre @byjis/a térfogat-aram visszacstkken a
kiindul6 értékre. Ha valamely zavaras folytan dagat aram a munkapontbeli érték ala csok-
kenne, akkor a sziikséges szallitd magassag kisshbrhint a rendelkezésre all6 — ezért a
térfogat-aram visszandvekszik a munkapontbeli éstékz az alkalmazand6é munkapont.

Mintafeladatok

A [7] példatar 22. ,Aramlas- ésstechnikai gépek” c. fejezetében tobb, e fejezetigay
hoz csatlakoz6, bar az e tantargyban megkivantrezrképest (tul)magas sZintélda talal-
hatd. A kdvetkedkben viszont tobb, e targy szintjéhez illeszkézladatot is bemutatunk.

Feladat

A 19.9. &bran egy,
.végtelen sok”, radialis
(sugariranyt) lapattal
ellatott vizikerék lathato.
A kerékhez erkez viz-
sugar adatai az abran
lathatoak.

A nghazaagi erdtar
hatasa
gihanvagothato,
gs & kimyezell
nyomas ailando.

19 9 3bra c=10m/'s
A=10em?

I 5 4
p=1000 kg /m’ -f.-:fupur!

_______________________

H=06m/x
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19. Aramlistani gépek — bevezets

Meghatarozando a vizikerékre haté @rektor), a vizikerék elméleti teljesitménye ésaaz
hatasfok, amely megmutatja, hogy ez az elmélgasitmény hogyan viszonyul a vizéepy-
ség alatt leadott mozgasi energiajahoz.

Megoldas erre a feladatra szabad az impulzus tétel (z&irgti alakjat alkalmazni, mi-
vel, a végtelen sok lapat miatt ez a feladat kefationariusnak tekinthitA végtelen sok
lapat azt jelenti, hogy a lapatoknak van ugyan le¢iréebességik (amellyel mozognak), még-
is mindig Uj és Uj lapat Iép az abran vazolt helyigy a lapatoknak ez a ,képe” nem mozdul
el!

A megoldashoz tehat egy all6 (mozdulatlan) éltet fellletet valasztunk majd — e#tl
azonban tisztazni kell a sebességi viszonyokateEkly, a mozgo lapathoz rogzitett edlen
z6 felUletet valasztunk:

A 19.10. abran lathat6, egyutt mozgo dllef fe-

Wgg =CZU lilet olyan rendszert jelent, amiberbleatas van, de
- — u elmozdulas nincs — ezért munkavégzés sem torténik.
T Akkor viszont, mivel a nyomas allandénak tekinthet
19.10. 3bra és helyzeti energiavaltozassal sem kell szamolni, a
‘I Bernoulli egyenlet (az energia megmaradas elve) sze
=Cc—U

rint aki és belé@ relativ sebességek abszolut érte-
ke azono$

WK]

Ez egy egyszér de kihagyhatatlan Iépés, illetve j6 példa arrdcggy mire hasznalhatok
az un. ,relativ’ rendszerek. & és munkageépek vizsgalatanal egyarant szokas rolér
egyenletet a relativ rendszerben felirni és egsedneenyeket innen szarmaztatni.

A 19.11. dbran az a mechanikabdl ismert térlyatdt amely
W, K1 szerint a (kilép) abszolut sebesség,() egyend a relativ (v, )

9.1, 3bra m és a szallitd§) sebesség 6sszegével.

Ezzel mér felrajzolhatjuk a feladat megoldasalmikségesalld ellensrzé fellletet

Az 4bran, az ellémz6
felllet mellett definialtuk
z a megoldashoz feltétle-
ndl sziikséges koordinata
rendszert K-z tenge-
lyek megadasaval).

X

Meghatarozhatjuk  a
tbmegaramot i), ami a
folytonossag  térvénye
Japar! szerint allando.

19.12. 3bra

8

-—— 7 Kulon felhivjuk a fi-
0= oA gyelmet a kilép abszolut
Ui ES [prelE c \ sebesség és a kilgpds-

L4 egységre ds mozgas-

@ \Iu Q) mennyiség-valtozas

iranyara!
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19. Aramlistani gépek — bevezets

Most mar felirhatd az impulzus tétel erre a feted@rvényes alakja (hiszen a nyomasel-
oszlasbdl szarmazo exedis és a térdik hatdsa, a feladat feltételei szerint nulla):

loe +1 g =T ; (19.16)

irjuk ki részletesen (19.16)-ot:
mc -mu T -1
0 [+ 0 =T, |=|-T, (19.17)

0] [-m(c-y| [T] [-T
Ezzel az egyes @dsszetetk szamithatok:
T, =-m( c- U =-10001L070.000 4 - 40N
T, =0; ; (19.18)
T, =m( c- U =100011070.000 4 4N ;
A lapéatkerékre hat6 érdsszetetket kulon is és eréderoként (T) is, a 19.13. abran tin-

tettik fel. Ezen az 4bran lathatd tovabba a viaté bred ef6 is (F). A szamitasbol latszik,
hogy aT, ers-0sszetey negativ, ezert azx;-szel ellentétes az iranya. A, ers-0sszetey

viszont pozitiv, tehat az-vel azonos iranyba mutat. A fizikai elvarasok rsaeéppen ilyen
eronek kell adddnia.

Erdekes megfigyelni, hogy a kéteisszete§ abszolt

: T értéke azonos. Ez altalaban nincs igy: egy nenéliadi
T kilépédi lapat esetében a kilépsebességi haromszog
¥ nem derékszdgharomszdg lesz.
19.13. 3bra 7
¥ Ebben a mintafeladatban a 19.9. abra szerirgneé-
F=-T zést csak az egys#seg kedvéért valasztottuk.

Kovetked lepeskent meghatarozando a vizikerék elméle@iditipénye:
P, =T, u=4006= 240watt (19.19)

elm

A harmadik kérdés a vizikerék hatasfokara vonakkoz

L. U L u 240
=T - - = =1.00 (1009 (19.20)
ol e _Ch | | (c-u)’+w | 10(50-29 (1009
2 2 2 2

A fenti vizikerék olyan gép, amelynek aikddése soran a légcsavaroknal, illetve hajo-
csavarokndl értelmezett propulzios hatasfok nineagyis az energiaatalakitas alap hatasfoka
100%. Ezért a hajok hajtasara régebben alkalmbsmitkerekek alapvéen jobb hatasfokkal
muikddtek, mint a napjainkban alkalmazott hajécsavarok
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19. Aramlistani gépek — bevezets

Feladat vizszallitasi feladatra kell jarokereket tervezam elméleti végtelen szallitbma-
gassagH,., =25m, a szallitott térfogatarai = 600lit/ perc, a fordulatszanm =1440f/ p,

a belep atmeés D, =0.15m kell legyen. Feltesszik, hogy a belépés perdiietese a
merididnsebesség allandg (= all. = c,,, = 3.5ny s) és a lapatok a kilépésnél sugar-iranydak.

Meghatarozando ®,, a jarokerék kulks atmébje, a b, és hlapatmagassag, a reakciofok
valamint a jarokerék forgatdsahoz elméletileg ségks teljesitmény.

Megoldas a vizsgalando jarokerék a 19.14. abran lathasdatdzzuk meg éz6r a kiil-
s6 atmeébnél a kerlleti sebességet. Induljunk ki az elmélétitelen szallitomagassag 19.8
szerinti kifejezéséh:

H :M itt: H =

€0 - €0

mert: ¢,=0 és g¢,= y; (19.21)
g

«Q |I\)CN

Ezzel a kil kerUleti sebesség szamithato:

U, =./g H,., =+/9.8125= 15.667 s (19.22)

A fordulatszam és a kerileti sebesség ismeretétagimatarozhato a kidlatmen:
D, =2u,/w=209.551,/n= 219.55]115.66 1440 0.208 (19.23)

A térfogataram, és a meridian sebesség ismeretésmamitjuk a kil§ palast-feluletet:

A, =V/c,, =(600010% 6( /3.5 0.002867 (19.24)

A 19.14. abran a fel-
B 8 adatban szerepl jaro-
kerék két nézetének vaz-
latos rajza lathat6. Meg-
figyelhe®, hogy a belép
abszolut sebesség c§
sugariranyd, ez jelenti a
perduletmentes belépést.

19.1%. %bra

, ,:{fi”igf];‘; -

A lapéatozas pedig ugy
van Kkialakitva, hogy a
belé® érintd azonos le-
gyen a belép relativ se-
besség W) iranyaval
(Utkozésmentes be-lépés
a tervezési allapotban).

lapat

Jardkerék )
hatlap eldlap

A lapatmagassag a kdlatméon:
b, = A/(7D,) =0.00286/0.653% 0.004th=4./m (19.25)

A belé@ lapatmagasséagot a folytonossag torvénye szeamiszatjuk:
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19. Aramlistani gépek — bevezets

bA=hA= bD=hD= k= bD/ D=0.004470.208/0.15 0.006in (19.26)

A reakciofok (19.14) szerint egys#en szamithat6:

rzl—i; E:hzl; ezért: r=0.5; (19.27)
2 u,

Végil a jarokerek forgatasahoz elméletileg sziksdgljesitményt hatarozzuk meg. Ez az
a teljesitmény, amire a kulonkbrzeszteségek rarakddnak — vagyis a valdsagban arteél
jesitménynél akar jelefgen is nagyobb a jarokerékiikbdtetéséhez ténylegesen sziikséges
teljesitmeény.

irjuk fel (19.7) erre az esetre alkalmazott alakja

P. =mgH, = pVgH, =100000.0119.8T 25 245%vatt] 2.&EW (19.28)
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