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El6szo

Az itt kbvetked tananyag a BME Kozlekedésmérnoki Kar alapképzésdert vev hallgatoi
szamara készilt — azokat a tananyag részeketntadah, amelyek a kozlekedésben dolgozo
mérnokok szamara mintegy alajweltségként elvarhatd ismeretet jelentenek, illetweely anyag
lehetvé teszi, hogy a megfetekzakiranyban tovabbtanulé hallgatdk legalabb résarekre az
alapokra épithessék a szakiranyu tanulmanyaikatelA®leti anyagrészeket mintafeladatokkal
egeészitettik ki — ezek tanulmanyozasésediti az elméleti ismeretek jobb megertését és a
tényleges feladat megoldast.

Fontos: a koteled anyag fekete szinnel ir6dotiz ezt az anyagot kiegészipéldak szine
bordé. Ezen példadk anyaga szintén a megtanulargiheg tartozik.Olvashaté e jegyzetben
néhany kitekind (tehat, nem koteléz anyagrész is — ezeket kék szinnel irtuk. Vigyaaaték
részek valahol elkeddnek, de valahol be is fej@nek, és ez nem mindig a fejezet vége!

Itt fejezem ki kdszOnetemeDr. Perjési Istvdn egyetemi adjunktusnak, aki a kéziratot
gondosan atnézte és tanacsaival jobba tenni gegitet

Az itt kbvetked tananyagléadas vazlahak készilt és ennek megféleh kell hasznalni is. A
tananyagot elsajatitarinmagaban, csak ebbl az ebadas-vazlatbdl nem célsierEnnek az
eléadas-vazlatnak az a célja, hogy a tananyag minirmubgzitse, €s a tanulastéségitse.
Természetesen nem potolja adaelasok meghallgatasat, déssgiti az dnall6 tanulast.

A tanulas altaldban munka is — az eredményes mpekiig sikeréiményt ad. Az anyag
elsajatitdsa csak komoly munkaval lehetséges. seggiént irodalom-jegyzéket adtunk meg: az ott
felsorolt jegyzetek és konyvek segithetnek a taagnjelen eladas vazlatban csak réviden
bemutatott részeinek alaposabb megértésében.

Ré kell mutatni arra is, hogy ez adalas vazlat az ,Aramlastan” targy igencsak minisali
részét tartalmazza — azt a részt, amit a sajnataémon révidre szabott&das keret megenged.
Az igényes Olvasé nem elégedhet meg e munka tanylmaasaval, kilondsen akkor nem, ha
tekintetbe vesszik, hogy éra tématerileti régebbi és modern, magyar nyiglvgen jol megirt
szakirodalom all rendelkezésre.

Jelen eladas vazlatban néhany mintapélda is talalhatdo knekea megoldasa is olvashato,
tanulmanyozhat6. A feladatmegoldas, kiléndsen a@ld@rfieladatmegoldas a tananyag elsajati-
tasanak egyik, lehetséges onedieaési mddja is. A példak tekintetében a legfontbsart az
elbadas vazlatot kiegéséitmunka a [7] példatar — hasznalatat hangsulyozgteasoljuk, az
eléadas vazlat szévegeben pedig tobb helyen utalpékdatar vonatkozo fejezeteire.

A hallgatdék hosszu tavu és alapvérdeke az, hogy a szaktertletiket alkoto tudomigio
alapos ismereteket szerezzenek, akkor is, ha népg ezzel ellentétes tendencidk érvényesi-
lésének lehetlink tanui.

Groéf Széchenyi Istvan: ,Egy nemzet ereje avkieit embedk sokasagaban rejlik.”

(Az esetleges megjegyzéseketgausz.tamas@gmail.htimre kérem — minden javitdo szandéku
megjegyzésért ez uton is, halas kdszonetemet faj&ie



1. A folyadékok és gazokdiziellemzi

1. A folyadékok és gazok fizikai jellemzoi

A folyadékok és gazok — a Kisbiekben ezeket altalab&ibzegek nevezzik — részecskékb
allnak. A részecske-szemlélet alapjan vezethetjigk itletve értelmezhetjlk a szamunkra
legfontosabb fizikai tulajdonsagokat. A jegyzetoelészében —dtani szempontok szerint — mar
volt sz6 a részecskék tulajdonségairdl, illetve azek alapjan értelmezett jelletnz
mennyiségekil. Ebben, a masodik részben néhany ide vonatkomalfwat az aramlastan
szempontjabdl is bevezetink.

Ebben az éladas vazlatban ugy tekintjik, hogy a folyadékok&=ok részecskéinek témege és
sebessége van, illetve éblkovetkeden minden részecskének van mozgasmennyisége (mas
szoval lendllete, vagy eleven ereje; ez a totmegsebesség szorzata) és mozgasi energiaja.

Létezik tovabba a részecskék kozott egy, parpaibaicjellemzett kapcsolat is, amelyet a 1.1
abran vazoltunk (a parpotencial szigortan véver&srecske kozott értelmezbede a hatas
nagyon sok részecske esetében is hasonlo).

S

\\ Al (taszito hatds)
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1.1. dbra — Lennard-Jones féle, 6-12-es parpotencia |

Az 1.1. dbran — példaként — a Lennard-Jones tlE2-es parpotencial (vastag, folytonos
vonal), illetve ennek két 0sszetgw lathatd. A fel§, szaggatott vonal a Pauli féle, az elektron-
felhék kdlcsonhatdsabol adédo taszitd hatast)enutatja. Az also, szintén szaggatott vonal pedig
a van der Waals féle, dipdlusok kdlcsénhatasarubdampnzé hatast (8t) tlnteti fel. Az ered a
két rész 6sszege.

A taszitd hatds kis tavolsadgokon (kb. tized-nartere@ belll) érvényesil; a vonzé hatas, a
kohézidaz etbl sokkal nagyobb tavolsagokra jelleénz

A folyékony folyadék részecskéi egymashoz olyanekinelyezkednek el (ag;” tavolsagnal
nem sokkal nagyobb tavolsagra), hogy kozottik Igagevonzdé hatas jut érvényre — ezt
kohézionak is nevezzik. Erre a tényre &kbgekben, a viszkozitds vizsgalatakor visszatérink.

A gazneni kozegek részecskéi kdzott téatlagos tavolsag sokkal nagyobb, mint a folyadékok
részecskéi kozotti tavolsag. Ezért a gazok réseeksikzotti vonzoes is sokkal kisebb, ezt a hatast
a tovabbiakban elhanyagolhatéan kicsinek tekintjuk.



1. A folyadékok és gazokdiziellemzi

Az eddig tekintett tulajdonsagok a kdzegekre, misizecskéll all6 halmazra jellemizek. A
kovetkedkben a legfontosabb fizikai tulajdonsagokat defjuniq a részecske szemlélet alapjan.
Tekintsiink egy egyszeresen 0sszeliigrart térfogatot. Nyilvanvaléan az ebben a térfioga
helyet foglalo részecskék Osszes tOmege lesz agkiimee. A siriség pedig a tbmeg és a
térfogat hanyadosa (az aramlastanban altaldbdmiiaéget hasznaljuk, a fajtérfogat, @riség
reciproka ritkan fordul él:

_m. (1.1

Vv

A tdmeg példa aextenzivmennyiségekre, ezek értéke a vizsgalt rendszestéw@ aranyosan
valtozik. A diriség pedig a témeghez kapcsivitenziv mennyiség, ennek értéke nem fligg a
tekintett rendszer méretét

A folyadékokban és gazokban is értelmezink fesegéiket (mérték-egységuk alapesetben
[N/m?] vagy méasképpen [Pa] — Blaise Pascalrél elnevedvdN/n?] = 1 [Pa]). Ezeket a
feszlltségeket a feszlltség-tenzorban foglaljukeiss

1.2. abra — A fesziltség-tenzor elemei

A fesziiltségek indexelése a kdvetketv szerint torténik:
» az el$ index megmutatja, hogy a feszlltség 6sszetaely koordinata tengely iranyaba

mutat;
» a masodik index megmutatja, hogy a feszilltségeiedr mely koordinata tengelyre

merbleges sikban fekszik.

A feszlltség-tenzor részletesen kiirva az aladonét olti:
O, T, T,

XX Xy
n=\r, o, 1, 1.2)
Ty sz o,

Segitségével a fellileti®én kovetke# modon hatarozhaté meg:
Jxx dA( + Txy dA\/+ sz dAz
dF=NdA =|7,dA +0,dA +7 ,dA}; (1.3)
r,dA +7,dA +0 ,dA,



1. A folyadékok és gazokdiziellemzi

Csak megjegyezzik, hogy [4]-ben (125. oldal) vijyban (337. oldal) a fesziltség-tenzor
elemeinek index-sorrendje éppen ellerdfez fentiekben alkalmazottnak, azonban az értedsmez
is forditott — vagyis a felirds ezekkel divekkel (is) azonos. Amiért ezt a forméat valasztottu
annak oka az, hogy az altalanos mechanikaban @maetkozi szakirodalomban is az altalunk
hasznalt jel6lésmod az elterjedtebb.

A feszlltség-tenzorshtiojdban a statikus nyomas és adott esetben alémd nyomas-tébblet
talalhatd. Astatikus nyomas kézeg részecskéinek rendezetlémbzgasabdl ered. A részecskék
mozgas-mennyisége Utkdzésekkor megvaltozik — e ésmagnnyiség-valtozas degységre és
fellletegységre vonatkoztatott értekét nevezzikKikst nyomasnak. Mivel a rendezetlen
hémozgésnak nincs kitlintetett iranya, ezért a statikgpmasnak sincs kitlintetett irdnya — tehat
skalar mennyiség.

Csak megjegyezzik, hogy a skalar mennyiség mddirol nézve nulla-indexes tenzornak
tekinthet (a nulla indexes helyett a nulladrénthegnevezés is hasznalatos). A vektorok egy-
indexes (vagy etsendi) tenzorok és a fentiekben bemutatott feszultsagetekét-indexes (vagy
masodrendl) tenzor. Ezt a gondolatsort folytathatjuk és déftratunk magasabb index-szamd,
azaz magasabb reindenzorokat is, példaul turbulens aramlasok vizgg#ibr a turbulens
mozgasok kovetkeztébensélld fesziltségek tenzora lehet ilyen, ebben azetipen azonban
legfeljebb méasodrertikenzor fordul &.

A statikus nyomas legkisebb értéke nyilvan a nuliazen a nyomast az utkbrészecskék
sebessége, tdmege és szama hatarozza meg — gshegiem Utkdzik egyetlen részecske sem.

A turbulens nyomas-tébblehasonld a statikus nyomashoz, mivel az is egyazstten, nulla
varhatd éték mozgasforma eredménye. A kétféle normal feszilissgetely kozott a kilonbség
abban rejlik, hogy a turbulens mozgas intenzivelsktleg sokkal intenzivebb, mint a rendezetlen
héomozgas, ezért a turbulens mozgasbdl szarmazé tesdgék altalaban nagyobbak, mint a
rendezetlen mozgashol etefdsziltségek.

Amennyiben a kdzegben egy szilard felllet van,oaldz a felllet a kbzeget lényegében két
féltérre osztja. Ekkor azonban minden, a felllethezegyik féltér valamely iranyabdl érkez
(Utkdz) részecskéhez nagyon nagy valoszéggel talalhatunk egy ,part”, egy olyan részegskét
amelynek az Utkdzése az&ltgeszecske uUtkozésének tikorképe. Ennek alapjélerkiped, hogy a
szilard fellleten a statikus nyomas a fellletre diegesen keletkezik. EBb kdvetkezik az is,
hogy a statikus nyomas egy felliletre 6heges (elegertién kis atméiji) furat segitségével
mérheb — ebbe a furatba ugyanis csak a rendezetlen mozi¥éstkeztében keriilnek be a
részecskek.

A fesziltség-tenzoréatlon kivili elemei acsusztatd fesziltségekd csusztatd feszlltség
keletkezésénekséfoka — folyékony folyadék réteges aramlasanak estéamikor a részecskék
elég kozel vannak egymashoz — a részecskék koelittkksd kohézids & (1.1. abra — ,vonzo
hatés”).

9009 O O RS (10w =
-
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1.3. dbra — Kiildbnbdz 6 sebesség d, egymas melletti rétegek

A gazneni kdzegek réteges és gomolygo aramlasaban egyasderint a folyékony folyadék
gomolygo aramlasaban a csusztat6 fesziltseg ketetkaekd oka a részecske cserével létréjov
mozgas-mennyiség csere (mozgasmennyiség transzpotfssabb részecskék (1.3. abra, alsé
részecske sor) atlépve a gyorsabbak kozé, azokasatztgkezik, a gyorsabbak pedig (fetor) a
lassabbak kozé kerulve, azok mozgasat gyorsitgekayznek.
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1. A folyadékok és gazokdiziellemzi

A részecske csere oka réteges aramlasbémazgas, gomolygo (turbulens) aramlasban ehhez
adodik még a turbulens sebesség-ingadozasok miatietenként sokkal intenzivebb — részecske
csere. A csusztato fesziltség keletkezésének spikééltétele a sebesség kulonbség (1.3 abra). ).
Csak megjegyezzik, hogy a részecske csere nenmzzajdsmennyiség, hanem egyuttal anyag és
energia transzportot is jelent.

A fentiekkl kdvetkezik, hogy folyékony folyadék esetében, @mbrséklet novekedésével,
amikor a részecskék @mmozgas intenzitdsdnak névekedése miatt egymastibtidb kerilnek, a
surlédo feszultség csokken. Ugyanakkor, a gazokgest (laminaris) aramlasanak esetében, a
homeérséklet nbvekedésével a csusztatd fesziltség. Az ebben a csusztatoltesgiien szerepl
dinamikai viszkozitast anyagjelledizek tekintjik, ezt a csusztato fesziltséget @iddskben a
deformacio-sebességekkel és a dinamikai viszkaatdsatarozzuk meg (pl. 15.3 sz. képlet). A
késsbbiekben a dinamikai viszkozitds mellett sz6 ledmraulens dinamikai viszkozitasrdl is, ez
utdbbi viszkozitds a mozgésjelleékzfiggvénye.

A gomolygo aramlasokban a csusztat6 fesziltsegkasiése a turbulens sebesség-ingadozasok
kovetkezménye — vagyis ezek flggvényében hatarozmald meg. A turbulens csusztatod
feszlltség tehat a mozgasallapottdl (is) flgg.

A nyomassal kapcsolatban széini kell médjreamikus nyomasil, illetve azéssznyomasl is.
A dinamikus nyomas a részecskék rendezett mozgassbirmazo, ifegységre illetve
fellletegységre jutd mozgasmennyiség valtozas,t eéeémeszetesen iranyfigg— megis, a
hagyomanyos targyalasmodnak megtidal skalar mennyiségként szamolunk vele. idtenziv
mennyiségek csoportjdba tartozik. A dinamikus ny®nkézvetlenil nem mérkiet Mérheb

viszont a dinamikus és statikus nyomas 6sszegekaitd 6ssznyomas.

— Ozszy omas
g

Statilos
nyotnas

1.4. dbra — Nyomasmeérés

Az 6ssznyomast mérni olyan nyomasiészkozzel lehet, amelynek érzéfela mozgassal
szembe néz (pl. az aramlassal szembeforditdtt ilgen). Az 1.4. abran egy "U" csoves
nyomasmeés eszkoz lathatd. Ennek bal oldalan a statikus ngomgobb oldali szardban pedig az
0ssznyomas jelenik meg. Ennek megfidal a folyadék-oszlop magassag kilénbsége a dinamika
nyomassal aranyos, atszer ilyenképpen az 6ssznyomas €és a statikus nydiiléasbséegeét
mutatja, azaz mint egy anal6g szamologépadik.

Amennyiben a kdzegben szilard test helyezkedikakkor annak a fellletén is keletkezik
csusztatd fesziltség, hacsak a kozeget viszkozusshahktjik (vagyis nem hanyagoljuk el a
viszkozitast) és a kozeg illetve a test egymashéze&t mozog. Szilard fal esetében a kbzeg
részecskéi a falnak utk6znek, és onnan visszapattatNagyszamu részecske és érdes fal esetén
feltehet, hogy a visszapattanas varhato irdnya nagyjabohes az érkezés iranyaval. Bbb
kovetkezik, hogy a szilard falnak Utkbrészecskék sebességének varhato értéke a falggama
koézel nulla. Hangsulyozzuk: ez a varhatd érték psent akkor all &, ha egyetlen fizikai
részecske sem all meg, éppen ellefilay, mindegyiknek vissza kell pattannia! Ez a nuliahat6
erték a fizikai alapja annak, hogy a kontinuumkéskintett kdzegnél, surlodas esetén azt
mondjuk, hogy a szélgéteg all.
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Ez a tapadasi feltétel (ami persze megint csaiealden nagy részecske szam esetén igaz,
vagyis mikro- és nano- aramlasokban nem, ott as&zéteg nem all) kontinuumra vonatkozik,
vagyis olyan idealizalt k6zeg—modellre, amely @téolytonosan tolti ki €s igy a széleetegének
vastagsaga infinitezimalis — a legkisebb, 18tezszecske atm&eénél is végtelenszer kisebb. (A
késsbbi targyalas alapjat jelehkontinuum modellt késbb vezetjik be.)

Vezessuk be atatikus himérsékletfogalmat is: ez a részecskék rendezetlen mozgésana
atlagos kinetikai energiaja, egy, empirikus skahave. (llyen, empirikus skala meglebsgtn sok
létezik — mi a Kelvin és a Celsius fokot hasznaljuk gazok esetében igen szemléletes kapcsolat
létezik: az &altalanos gaztdrvény szerint a statikyemas egyedl a diriiség és a statikus

homérséklet szorzataval:
Pp=RpT (1.4)

Az " R " a (specifikus) gazélland6 az atvéltdshoz szidsdémnstansként is értelmezheh
statikus ldmérséklet szintén skalar jeliégintenziv mennyiség, mérése a kdzeggel egyittmozgo
homeérvel lehetséges. Nyilvanvaléan, nyugvod, vagy kisessbggel mozgo kdzeg esetén allg,
nyugalomban I&¥ hémérvel mérhed a statikus Bmérséklet.

A dinamikus hhmeérsékleta dinamikus nyomashoz hasonléan a rendezett mddgaskai
energidjanak a mértéke, a mar emlitett empirikdask Nyilvdnval6an a dinamikugimérséklet
csak viszonylag nagy aramlasi sebességek esetéleettg, mérsékelt sebessegramlasokban a
figyelembe vételéil gyakran eltekintenek. (Levében példaul 45 m/s sebesség kb. 1 fok
dinamikus lémérséklet felel meg.) Skalarnak tekintett, intenmiennyiség, kdzvetlenil nem
mérheb, viszont mérhét a statikus és dinamikus émmérséklet ©Osszegeként definialt
osszldmérseékletvagy torléponti hdmérséklet A mérésre az un. torloponémérs hasznalatos,
amely a kdzeget — minden mozgast rendezetlenné téweegdllitia, és a megallitott kdzeg
hémérsekletét méri.

A folyadékok és gazok — kozegek — fizikai tulajdégaikat tehat altalaban is élzet alkotd
részecskék tulajdonsagai alapjan definialhatjukrészecske szemléleten alapulé vizsgalat a
statisztikus mechanika eszkézeinek felhasznaladébvatséges (pl. Boltzmann egyenlet, racs-
Boltzmann modszer, stb.) — ezzel a kérdéskorrettzann itt nem foglakozhatunk.

Ebben a tantdrgyban az aramlastan ma mar klassakutekinthét szemléletmadijat, a
kontinuum hipotézist és az ehhez illesakeHuler-féle leirast alkalmazzuk. Ez a targyalasnaz
alapul, hogy a vizsgalt kozegeket a fizikai texytonosan kitokh kontinuumnak tekintjik. Ez a
kontinuum a részecske szemlélettel ellentétberidnbys, részei végtelen kicsik (infinitezimalisan
kicsik) és ezért viselkedése, tulajdonsagai tolienfglytonos fliggvények segitségével irhatok le.
A legfontosabb fiiggvényeket az alabbi tablazatogtaftuk 6ssze:

Elnevezés Matematikai leiras Megjegyzes

Siiriiség: p=p(rt) Skalar-vektor fliggvény.
Nyomas: p=p(r,t) Skalar-vektor fliggvény.
Hémérséklet. | T=T(r,1) Skalar-vektor fliggvény.
Potencial U=U(rt); vagy ¢=¢(,1) | Skalar-vektor fuggvény.
Aramfliggvény | ¢ =y (x, Y, t) Skalar-vektor figgvény.
Sebesség c=c(rt) Vektor-vektor fliggvény.




1. A folyadékok és gazokdiziellemzi

Megjegyezziik, hogy a vektor — vektor fliggvényedzlgtesebben kiirva — esetiinkben — harom
skalar-skalar fliggvényt jelentenek (vagyis ez ésgzefoglalgeldlésnek is felfoghato):

c=c(rnt) = c,=c¢(xvzd;
¢, =c,(x¥%zd;
c,=c,(x ¥ z);

Ebben a jegyzetben egyebkénitid fliggé potencial nem fordul 81 Hasonloképpen e jegyzet
csak az idtol fuggetlen, sikdramlasokra vonatkoz6 &ramflggvkkele foglalkozik — a
tablazatban szergpfliggvény alakokat az altalanossag kedvéért adeds anfenti formaban.

A mechanika mas terlletein és esetenként az &tanl#an is felmeril a mozgasok Lagrange
féle leirasanak lehé&ége. Ebben az esetben egyes testek — az ararbistdiionféle értelemben
hasznalt réeszecskék — mozgasat vizsgaljuk.

Legyen egy részecske helyvektord, apillanatbanr,, akkor barmely idpillanatbeli helyzetét
megadja az alabbi fuggveny:

r=r,t); (1.5)

Ez a szemléletmdd magatdl ébeit, ha csak kevés testet kell vizsgalni (pl. a klksszvagy
az égi mechanika legegystibb feladataiban), de hatvanyozottan fokoz6do neuyetdkel jar, ha
a testek (részecskék) szama novekszik. Ezzel emgies esetekben, a modern eszkdzok
birtokdban ez a nehézség léglgett — a korszdar aramlastanban elfordulnak ilyen
szemléletmédban megoldott feladatok is. &bd szempontbdl kiléndsen nagy a jetsége a
modern aramlastanban egyre inkabb teret hoditésaiai mechanikai szemléletnek, illetve
modszereknek!

A kdzegek mas kdzegekkel vagy testekkel valo keirdsekor adhézidval, illetve kohézidval

kell szamolnunk. A kohézi6o a kdzeg részecskéingkmégt vonzé hatasa, az adhézio viszont
hasonld, de a kbzeg és a test részecskeéi kozétysid vonzo hatés.
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1.5. dbra — Folyadék cseppek

Az 1.5. abran két folyadék csepp van: az ,al jalnedvesft, a ,b” jeli a nem nedvesita
kapcsolat. A nedvesiteset akkor jon létre, ha az adhézié nagyobb azioh&. Nem nedvegit
eset viszont akkor kdvetkezik be, ha a kohézi6é abgyaz adhéziénal.

A kohézié az alapja a folyadékoknal megfigyeth&dlileti fesziltségnek is — ez a jelenség
szamos esetben fontos. Egyébként a szabad felsefleges gorbiulését és az ezzel egyiitt jard
gorbuleti nyomast is a kohézié okozza. Ezekkelengegekkel évebben nem foglalkozunk.



2.Matematikegédeszk6zok

2. Matematikai segédeszkozok

Az aramlastan tananyagaban viszonylag sok, esédsgetett matematikai eljarasjielet
fordul elb. Ezek, keld begyakorlottsag esetén a tananyag elsajatitdsgktmmyitik. Ahhoz
viszont, hogy ezt a célt elérjuk, szikség van egkkaz ismereteknek a felfrissitésére,
begyakorlaséra. Ehhez kivan segitséget nyujtarpan®

Az aramlastanban — a fizika sok mas agahoz haaonrithagy szerepet jatszik a Hamilton féle
nabla operator. A nabla operatort a kovetkerddon szokas meghatarozni:

0
ax
0= 9 - illetve sorvektorként{1" :{i i i} 1)
0 ox 0y 0z

0
9z

<

N

A Hamilton féle nabla (vektor) operator szerepe @amlastanban rendkivul fontos,
segitségével hajthatd végre néhany, az tudomatsteniigen gyakran szikséges differencialas.
Skalar-vektor fuggvényre alkalmazva a vizsgalt nyesey gradiensvektorat kapjuk. Tekintsuk
példaként a nyomast:

cv@‘cv
- X |T

(2.2)

grad p:ﬂ:ﬂp: :
or

U QO
T <

(7]

(- Z_

A nyomas gradiense — példaul — megmutatja a nyemlaszas iranyat és nagysagat. Masrészt
az eredetileg skalar mennyiségb- a nyomashadl (nullad refidtenzor) — vektort (ets rendi
tenzort) allit eb.

A nabla operatort vektor-vektor fuggvényekre ha@exmddon alkalmazhatjuk. Az élsndd a
skalar vagy betsszorzat alkalmazasa — edigergenciaszamitasahoz vezet:

{i 9 i} %l 5c ac. ac
dive=O"c=|dx ady @ =—>x4 42, 2.3
X 4 z Ey oX 0y 0z 23)

Z

A fenti szamolasban a sebesség vektor, vagy atpxes (eldrendi) tenzor divergencigjat
hataroztuk meg. Tovabbi példaként szamitsuk ki szifkség tenzor divergenciajat. Ebben az
esetben — kissé nagyvonalluan eljarva — tekintsinkttél, hogy az operator alkalmazasanak
sorrendje nem kommutativ — a kovetkezedmeényre jutunk:

7



2.Matematikegédeszk6zok

a a0-><><_|_az-><y_|_ar><z

o T . ax ox 0y 0z
XX Xy Xz

divlii=II10= I, O T, i = aryx+aayy+ary2 (24)
Ty “llay dx 0y 0z

zX sz 0, 9

az-zx aTZy aJZZ
- + +
0z] [ ax 0y 0z

Ennél a szdmolasnal a két-indexes tenzorbdl edgxies tenzort, azaz vektort kaptunk. A
divergencia szamitas tehat a tenzorok index-szeedakalja.

A masodik lehdiségként, a vektori szorzat alkalmazasavatotaciot szamitjuk ki. Ez,
Descartes féle, deréksabgoordinata rendszerben az alabbi determinangésieyel lehetséges:

_acz_acy_
i k] |ay oz
rotc =[0xc = 0 9 0|9 0¢ , (2.5)
oX 0y 0z 0z 0 X
c. ¢ G dc, adc,
_  Lox ay]

A rotacio — ami egyébkeént fizikai jelentése sziednhelyi szégsebesség kétszerese — vektor
mennyiség, ebben az esetben a differencialas nkoztadja meg a tenzor rendjét.

Harmadszorra tekintsiik a diadikus vagy &iggorzattal szamithatierivalt tenzort

[0c, dc, oc |
c 5 5 5 oX 0y 0z
1 =, =—, =—|_|9c, dc, Oc (2.6)
D=cod =|c,|o|dx 0y 0z|=|=-2 L 1 '
cy ox 0y 0z
’ dc, dc, ac,
| 0X 0y 0z

Ez a niivelet egy-indexes tenzorbol két-indexes tenzoit @lb. A tenzor voltat elnevezésével
is hangsulyozé derivalt tenzor (kétindexes tenigen jelends szerepet kap az aramlastanban.
Hasonldan fontos a feszltség tenzor (1.2 kifejezsely szintén kétindexes tenzor.

A nabla operator 6nmagaval vett skalar szorzatbggakran a nabla négyzetének nevezik) egy
skalar operatort, a Laplace operatort szolgéltatja:
0> 9% 0’ }

+ ;

+
¢ 0y 07 (2.7)

DTD:A={

A differencialasi niveletek lezarasaként felirunk néhany, magasabbireiifterencialasra
vonatkoz6 azonossagot:
rot (grad p) =0x(0 p)=0;

div(rotc) =0(0Oxc) =0; (2.9)
div(grad p)=0" (O p)=A p; (2.10)

(2.8)
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Ezeket az azonossagokat példaul szamolassaldidgirizni. Ajanlatos ezt — a fenti ismeretek
gyakorlasanak érdekében — onalléan elvégezni! Ezzelémakorrel egyebként, megfélel
szinvonalon a [21] vagy [22] — ilideg mas, hasonlé irodalmiiiroglalkozik.

A tovabbi, ebben az &déas vazlatban @brduld aramléstani ismeretek elsajatitasahoz sgjiks
van meg két integral tételre. Tekintsukéddsnt a Gauss-Osztrogradszkij tételt:

[cdA=[divcdv és [ mdA=] diat dv; (2.11)
(A) v (A v

Ebben a tételben egy egyszeresen Osszéfirggt fellletet kell kijeldIni(A) — az integralést
mindkét esetben erre a fellletre, illetve az elétl@ltal kijelolt térfogatra(V) kell elvégezni.
Megjegyezzik, hogy (2.11)-ben szereglal oldali kifejezés a térfogat-aramot, a jobbadild
kifejezés az erdifellleti et jelenti.

A masik integral-tétel a Stokes tétel, ami szeegy vektor me& — az aramlastanban altalaban
a sebesség tér — egy zart gorbe mentén vett itjedal2 bal oldala) egyehle vektor meé&
rotacidjanak a zart gorbe altal hatarolt fellleteé integraljaval (2.12 jobb oldala):

$ cds= [ rotcdA; (2.12)
(A)

Az egyszeibb irdsmod kedvéért a fellleti normalis és a fedlden szorzatat egyben,
fellletelem-vektorként irjuk, ennek nagysaga alédllem nagysaga, iranya pedig a fellleti
normalis iranyaval azonoslA =n dA). Ez a megjegyzés fontos és a teljes jegyzetengns!

A cirkulaciot (jele:I') egyébként éppen a fent megadott, Stokes tételoluli tagjanak
felhasznélasaval szokas definialni:

r =<JS cds= j rotcdA; (2.13)
(A)

A matematikai 0sszefoglalé csak nagyon roviderto@ésoren, a leglényegesebb ismereteket
foglalja 0ssze. Ezek az eszktzok — &ddegyakorlas hijan — elrejthetik az aramlastaniagny
fizikai mondanivaléjat. Ugyanakkor, megfdlelszinten elsajatitvabket konnyen atlathatova,
egyszeiive teszik a tananyag elsajatitasat. Vagyis: ezekmadszk6zoknek az elsajatitasa, készség
szinten tortéé alkalmazasa nagyon fontos. Viszont ezt senki icgek a hallgato teheti meg, neki
kell tanulnia ahhoz, hogy a matematika ne akadgem segitség legyen.

2.1. Gorbe vonalu koordinata rendszerek

Az aramlastanban is gyakran szikséges gorbe vdimdddinata rendszerek alkalmazasa.
Hagyomanyosan a henger- illetve a gomb koordinétaiszert alkalmaztak, a modersként
numerikus eljardsokban azonban sokféle, akar ¥f@kban meg sem adhat6 leképezés illetve az
ehhez tartozo koordinata rendszer forddl el

A go6rbe vonall koordinata rendszerekkel kapcsslat@szletesebb ismeretek az ezzel
foglalkoz6 szakirodalomban talalhaték meg (pl.\yafy mas, differencial geometriaval foglakozé
mivek), itt csak a henger és a gdmbi koordinata rasrdssetére térink Ki.

A henger koordindta rendszer esetében altaldbank@ordinatat a deréksztigkoordinata
tengelyz tengelyével azonosnak vesszik;xagsy koordinatat pedig ax-y sikban értelmezett
tavolsaggal és aztengely6l meért ¢ szoggel cseréljik fel. A henger koordinata rendddteszit
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harom (egység) bazis vektor pedig a kdvetkex sugariranyu, £érint iranyu, g pedig az
tengely iranyaba mutat; a megfél@lebesség 0sszetkvpedig rendre &, , ¢, esc,. [2] nyoman
rogton a megfelélvégeredményeket irjuk fel:

_9p, ,1dp_ _9p_. (2.14)
rad p=——e, +=-—/¢e —e,;
JadP=a & g > a9z °
0
dlvczii(r r)+Eﬁ+aCZ; (2.15)
ror rog 0z
0
otc=| 19% _9% g+ dc _0¢ 6
"op 0z 0z ' (2.16)
1flre,) oc |
r{ ar 0@ =
2 2
rp=19( 9% +i26 g, 0 v (2.17)
ror\ oar ) r?a¢gf oz

A gradiens a kordbban is emlitett nyomasra,davergencid és arotacit a sebességre
szamitottuk ki. ALaplace operéatort a kéb gyakran éifordulé aramfliggvényre alkalmaztuk.
Ezek természetesen csak a megertésegit példak, az egyes operatorok mas mennyiségekre is
alkalmazhatok.

A gombi koordinata rendszer esetében a harom arjdkedta rendre az orig6tol mért sugd; (
a sugarx-y sikba eé vetlletének tengellyel bezart szoge) és a sugaz tengellyel bezart szoge
(&) Az el koordinatahoz rendelt sugariranyl egységvektoreiaza masodik koordinatahoz
rendelt, a szélességi kort étintgységvektor az,evégil a harmadik koordinatahoz rendelt, a

meridian-kort érint egységvektor azzeA megfeleb sebesseg 6sszetdvpedig rendre &, , ¢, €s

C. . Ismét a végeredményeket irjuk csak fel:

aop 1 0p ldp
radp=—-e +——e, +-—¢g,; (218)
JradP=ar & rsinedg - rde °
oc
divc=izi(r2cr)+ 1 ? + 1 i(cgsinf); (2.19)
reaor rsine d¢ rsingoe

1 oc, 0( V]
: -— ¢sm£)
rsine{ 0¢ 0d¢
rotc= (¢, —i(r c,) ; (2.20)
r\de or
10 1 oadc
| re, ——
| ror rsine 0¢ ) |
10( ,0¢ 1 dy (2.21)
AYy=——I|r + .
T ( or j r?sine 0¢°
+ 21_ i singa—w :
resine de o€

10
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A henger (cilindrikus) és gombi (szférikus) kooréia rendszerek alkalmazasa sok esetben
célszeti. Alkalmazasuk lehéségét azzal egyutt érdemes vizsgalni, hogy a kdnsek tekintett
numerikus maodszerek, kilondésen a kész szoftverakyama sok transzformacios kérdést is
"Onalldan", a felhasznal6 egystiertasitasara oldanak meg.

2.2. A teljes, totalis, szubsztancialis vagy matefiis derivalt

A teljes, totalis, szubsztancialis vagy materidbsivalt matematikai értelemben teljes derivaltat
jelent. Az aramlastanban a legjelé&sebb a sebesség teljes derivéltja, ami egyébirdeljes
gyorsulast szolgaltatja. A teljes derivalt s@kani mennyiség esetében is nagyon fontos. Legyen a
kovetked skalar-vektor fliggvény f 7 valamely extenziv mennyisédiriség fuggvenye (az
extenziv mennyiségek a vizsgalt rendszer méreteix@hyosan valtoznak ilyen pl. a kdzeg
tomege, akkof a kdzeg ériisége); azaz:

f=f(r,t)="f(xy,zt); (2.22)

Az extenziv és intenziv mennyiségékiovabbi részletek a 6. fejezetben olvashatok.

Az f fuggveény tejes differencidlja a kovetkez
df :ﬂ dt‘|‘ﬂ dX+ﬂ dy+ﬂ dZ, (223)
ot 0x ay 0z

A teljes differencidlt differenciava irva visszg, i megvaltozasaval mindkét oldalt elosztva
és végul aA t = Ohataradtmenetet képezve a kovetkkifejezést kapjuk:

df _(ij_af of of of (2.24)
—=|—|=—+—c,+—cCc +—¢C,;
dt {( Dt) ot ox * dy ’ adz°

A bal oldalon az anyagi, materialis vagy szubsztdis derivalt all, ezt a nemzetkozi
szakirodalomban néha szokas nagp,’ betivel is jeldlni. A jobb oldalon &, ¢, ésc, ac
sebesség, y ész irAnyba e§ Osszetedi, rendre aA x/At, Ay/At és alAz/At differencia-
hanyadosokAt = Oesetben vett hatarértékei allnak. Vegyuk észrgytax f flggvény hely
szerinti parcialis derivaltjai éppen dzfliggvény gradiensét adjdk. Ezzel a (2.24) egyealet
kovetke®, tomorebb formaban irhato fel:

ﬂ:(D—fJ:ﬂ+cT (grad f)= ﬂ+cT (O f); (2.25)
dt Dt ot ot

A (2.24)-et, illetve a tomorebb alakban felirt22)-6t kapcsolati egyenletnekevezzik. A bal
oldalon all6 szubsztancidlis derivalt egy, a kozzghkotott pontbeli teljes derivaltat jelent, azaz a
kézeg szempontjabol egyittmozgo, tehat zart remasz®natkozik. Az egyenlet jobb oldalanak
el tagjat lokalis (id6 szerinti) derivaltnak, a masodikdtonvektiv (a mozgéssal és a
deformacioval kapcsolatos) derivaltnak nevezzidzek a derivaltak rendre kilén a hely illetve az
id6 szerint rogzitettek, tehat a kbézeg szempontjahibbth rendszerre vonatkoznak. Ezek szerint a
kapcsolati egyenlet a zart és a nyitott rendszeéiimezett derivaltak k6zotti kapcsolatot irja le

A (2.25) kapcsolati egyenletben a sebességeteddorként irtuk fel, gy, hogy a jobb oldal
masodik tagjaban Iévkifejezés a sor-oszlop kompozicié szabalyt alkaWaartgton (formalis
szamolassal) a skalar szorzatot szolgaltassa. iredalom egy részébendsizeretettel hasznaljak
a (2.25) jobb oldal masodik tagjara a kdvetkegoportositast:

ﬂ:(ﬂj: ﬂ+(CT 0) s (2.26)
dt \Dt) ot

11
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Ez a csoportositas azt jelenti, hogyszbr a sebességet skalarisan szorzzuk a nablarvekto
operatorral; ennek eredménye a kdvetkskalaroperator:

(cT D):cxi+c 4 +C, i (2.27)

ax 'ay ‘oz’

Alkalmazzuk ezt a skalar operatortf,”-re; az eredmény pontosan a (2.24) jobb oldalat
szolgaltatja, azaz ez a csoportositas helyes ergdrsgolgaltat. Megjegyzeid hogy a skalaris
szorzds esetén a szakirodalom nagy részében nemmallak a transzpondlt jelolést, ezért
leggyakrabban ac(dJ) alakkal talalkozunk. Néha még a zardjelet is gk, ami mar- ha a
zarojel nélkuli jelolést vektor egyenletben alkaknak— a helyes értelmezés rovaséara is mehet.

A (2.24) vagy (2.25) egyenlet nem csak egy skadktor fuggvényre irhaté fel, af
nyilvanvaléan egy vektor vagy tenzor 6sszéjevis lehet. Ez esetlinkben azért fontos, mert
példaul a sebesség, a mozgas-mennyiség stb. alagt@amszamara fontos vektor mennyiséag
fenti allitas szerint pedig a kapcsolati egyenledebesség (vagy mas vektor-vektor figgveny)
komponenseire kilén-kulon felirhatd, illetve vekemgyenletként, tomoér alakban is megadhato.

Tekintsuk a vektormennyiségekre példaként egyegvietsdleges y” vektort. Alkalmazzuk a
vektor-komponensekre a (2.25) dsszeflggést. Egyszéimolassal belathatd, hogy a mindhirom
komponenst magaban foglalo vektor-egyenlet a k@ztalakot olti:

dv_ov, (c0) v; (2.28)

Véalasszuk most ,v " helyett az aramlastanban kézponti szerepet jatazol fejezetbeli
tablazatbeli leirasméddal adott (ezt az 5.1 osgrEfssel megismeételjik) sebesség vektort, ezzel
pontosan a gyorsulas matematikai megfogalmazagahoik:

3‘; ‘;f (D) e (2.29)

A (2.29) egyenletben, a jobb oldal masodik tagjgbarom vektor szerepel, az ilyen szorzat
nem asszociativ. Ezt a tagot az alabbi modon ieffielt illetve fel szokas irni:

dC—aC ( DT)C—% Ec_a_c+ Dc; (230)

ot or ot

A (2.30) kifejezés kozépgagjaban, a zardjelben a sebesség és a nabla-egiditor diadikus
szorzata szerepel, ezt mar kordbban, a (2.6)-faliéléuk, az elnevezése derivalt tenzor (jele a
,D” betii). A derivalt tenzor jelefsége az aramlastanban igen nagy: a kinematikdnadizasokon
tul a csusztato feszlltseg felirasakor is nélkigdethen.

A fentiekben olvashatd matematikai 0sszefoglal@kcegy, nagyon rovid és tomor, a
legszikségesebb ismeretekre kitefjsggédlet. Részben rendkivil fontos, hogy kétsétpersa
vonatkozo, részletes targyalast bemutatd szakwoaabz kell fordulni, részben pedimmindig
szem abtt kell tartani az ismertetett 6sszefliggések le&ugts fizikai tartalmat. E tekintetben nem
csak az aramlastan vag§tan, de mas tudomanyteriletek is szolgalhatnakldaikal.

A fizikai tartalom azért is rendkivil fontos, mextmatematikai modelljeink — j6 esetben —
megfelelnek a fizikai valésagnak. Ennek értelméban matematikai modell, matematikai
vizsgalatat megéeiti, kiegésziti a fizikai vizsgalat. Bonyolult éskben, amikor egy matematikai
modell megoldasanak |étezése nehezen bizonyith&l@mr, amennyiben az egy létearamlas
megfeleb matematikai modellje, akkor fizikai alapon valggithetjik a megoldas létezését.
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2.Matematikegédeszk6zok

Kilonosen fontos és nagy korultekintést igényelnamerikus aramlastani vizsgalatok
matematikai és fizikai feltételeinek korrekt rogsie. Az ilyen szamitdsok soran ugyanis a
felhasznalé szdmos leldseg kozul valaszthat és a kereskedelmi szoftverelépitési

definialta. Ezekben az esetekben nem a matematikadellel és nem a lehetséges

peremfeltételekkel vagy hal6zassal van problémagimaazok helytelen — a fizikai modellnek meg
nem feleb — alkalmazasa, kombinacidja vezethet rossz eregmén
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3. A térgséq és a potencidlis@erekben értelmezhepotencial

3. A térerdsseg és a potencialos er6terekben értelmezhet6
potencial

Az Aaltalanos fizikai ismeretek felfrissitésekénteghatarozzuk atérerdsseg fogalmat: a
térelbsség valamely étérben (esetlinkben: nehézségi, tehetetlenségrifagatis vagy Coriolis
erotér) elhelyezked, egységnyi tomegre hatéser

g[N/kg;

A téresség jele talan megtévedzez nem csak a gravitaciosowr téreéssege, hanem az
0sszes felléperstér ered térebsségét jelenti. Dimenzidjat gyakran gyorsuléds-dind@ent adjak
meg, ez nem helytelen, de a tés=eqg fizikai tartalmara a fenti dimenzié mutat ra.

Amennyiben egy étérnek létezikpotencidja (U =U (r)— skalar-vektor fluggvény), akkor
eblbl a potencialbdl a térésség az alabbi médon szamolhato:

g=-gradU ; (3.1

A potencidl |étezésének szikséges és elégségeseliml hogy az étér térefssége
rotdcidmentes legyenA potencialos vagy konzervativ ééerekben a potencial a téfeség
ellenében végzewdnunkaként szamithato:

B
Ug-U,=-[ g'ds; (3.2)

A (3.2) kifejezés alapjan belathato a fizikabdligmert tény, ami szerint a potencial abszolut
értéke nem fontos, illetve nem is ismert — a sz@sokban csak a potencial-kilénbség jatszik
szerepet. Ez — masképp fogalmazva — azt jelengly laopotencial pl. nulla értékét tedtzgesen
valaszthatjuk meg. Ezt, altaldban 0gy szokas,véletélszel valasztani, hogy a nulla érték a
feladat koordinata rendszerének az origéjaban tegye

Az aramlastan feladatokban a leggyakrabban a sébgza tehetetlenségi és a centrifugalis
er6tér fordul eb, mint potencialos étér. Nem potencialos &eérre tipikus példa az itt nem
részletezett, forgd rendszerekben fall€wriolis ebter.

A nehézségi étér potencidlja (feltéve, hogy a nehézsédiéar térebsségével parhuzamos a
,Z" tengely — egyszéien fogalmazva, a ,.z” tengely fuglgges):

U=z+gz (3.3)

A fenti kifejezést a kbznyelvben egysien egységnyi tomeg helyzeti energigjanak is nevezik
Az elojel pozitiv, ha a novekys,z” értékekhez néveki helyzeti energia tartozik: vagyis, ha a ,z”
tengely felfele mutat. A fent leirtak szerint agrudial a térdisség ellenében végzett munka: mivel
ebben az esetben a téwsség lefele mutat, a munkat ellene éppen a fetfielegatassal végezzik.
Masrészt, matematikailag a vizsgalt esetbeli pozibjel a (3.2) formalis kiszamitasabdl is
kovetkezik. llletve teljestl az az gibiekben tett ajanlas, ami szerint a potencialkértaz
origbban legyen nulla.

Negativ lesz a nehézségibEr potencial kifejezésénekégle akkor, ha a ,z” tengely lefele
mutat. Ekkor az egyre magasabban elhelyezett tdraBgeti energiaja pontosan ugy novekszik,
hogy a negativ 8jelii kifejezésbe negativ @kli (nbvekw abszolat érték) ,z” koordinatakat
irunk.
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3. A térgséq és a potencidlis@erekben értelmezhepotencial

Ez, a nehézségi @erre vonatkozo példa azt a nagyon fontos fizikaeteis bemutatja, ami
szerint egy fizikai jelenség természetesen fliggetlkoordinata rendszer valasztasatol. Azért meg
kell jegyezni, hogy elengedhetetlen a korrekt szdmés természetesen vannak alkalmas és nem
igazan alkalmas koordinata rendszerek: alkalmad v@lasztassal egy feladat megoldasa
jelentbsen megkonnyithét ellenked esetben, nem igazan alkalmas koordinata rendszer
valasztasa a feladat megoldasaban akabgptetlen nehézséget is okozhat!

Masodikként vizsgaljuk a tehetetlenséditeret. Most — az egysZexeg kedveéeért — csak olyan
eseteket vizsgalunk, ahol a tehetetlenségéetéressége vizszintes. Legyen tovabb4 az ,x” az a
vizszintes koordinata tengely, amely a téseég egyenesével parhuzamos. Ezzel a tehetetlenségi
erétér potencidlja:

U=zxax; (3.4)

Az altalanos fizikabol ismert, hogy gyorsuld reneiben lép fel a tehetetlenségitér és ennek
térelbssége éppen ellentétes a gyorsulassal.

A potencial (3.4) szerinti kifejezésében pedig akkell pozitiv ebjelet hasznalni, ha a
térelbsség értelme ellentétes az ,x” tengely pozitiv yitasaval. Ez fizikailag ugy fogalmazhato,
hogy ebben az esetben névékx” értékekhez ndveky helyzeti energia tartozik. Az d@elek
valasztasa tehat — értelemdmar — a nehézségi @érnél részletesen bemutatottak szerint kell,
hogy térténjen.

Vizsgaljuk meg végul a centrifugalis6éeret. Ebben az esetben egy olyan polar (henger)
koordinata rendszert kell definialni, melynek tengelye a forgasponttdl kifele mutat. Ebben az

esetben az egységnyi tomegre hato centrifugdlis @f, ezzel a potencial szamitasa (3.2 szerint):

r2af
2

U :—jr'wzdr' =- ; (3.5)

A centrifugalis eftérben csak a negativo@l hasznalata értelmes, mivel itt a koordinata
tengely (") értelmes iranyitdsa mindig azonos a tésség iranyitasaval: mindkétkifele mutat.
A fenti kifejezés megmutatja azt, hogy mivel a poiél abszolut értéke lényegtelen, csak a
potencial-kilonbség fontos, a szokas szerint agban a potencidl értékét nullanak valaszthatjuk.
A centrifugalis eftér esetében ez azt is jelenti, hogy a legnagyaiibngial (a forgaspontban,
azaz az origbban) nulla, és kifele, aZ tengely mentén cstkkénpotencialok egyre kisebb
negativ szamok.

A potencialokat szabad dsszegezni (szuperponalrg)t egy 6sszetett feladatban a fenti harom

erotér egyuttes hatasa esetén az aldbbibgretencial-kifejezés hasznalhato:
2

U:igzirax—r2 ; (3.6)

A (3.6) kifejezésben — amit szamos feladat mega@dan kell hasznalni — azoglek két tag
esetében hatarozatlanok: azért, mert aelehttdl fligg, hogy a feladatot megold6 személiyeri
koordinata rendszert valaszt. Vagyis — ebben athesds — egy-egy feladat megoldasaban az
(alkalmas) koordinata rendszer valasztasa nagyotosp és az efslépések egyike kell, hogy
legyen.
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3. A térgséq és a potencidlis@erekben értelmezhepotencial

Mintafeladat

Az eterek és ezen belil a potenciadloéterek tobb tudomanyterileten jatszanak igen fontos
szerepet — igy az aramlastanban is igen nagy atjetgik. A gyakorlati problémaknal szinte
mindig jelen van valamely &tér — legfeljebb, indokolt esetben elhanyagoljukeditér, ebterek
hatasait. Az itt bemutatott példa ugyan nem arammédgpélda — a kapott eredmények azonban
egyes aramlastani feladatok megoldasanak nélkitéiude részét képezik. (Itt csak egglda
kovetkezik, természetesen ezen a peldan tul szarassfontos kérdés is feltelibt

Feladat hatarozza meg a gravitacios és centrifugabiteeregyuttes jelenléte esetén kialakulo,
ekvipotencidlis fellletek egyenletét!

Megoldas elss Iépésben valasszunk koordinata rendszert (3.3:abra

z

3.1. abra — Henger koordinata-rendszer

Ebben a koordinata rendszerben a ,z” tengely @&zsdyi gyorsulas értelmével ellentétesen,
felfele mutat. A henger koordinata rendszer ,r’gelye pedig a kbézéppontbdl kifele mutat — ennél
az irdnyitdsnal a térésség és a tengely pozitiv irAnyitdsa azonos. Aapééhger-szimmetrikus
jelenséget vizsgal, igy harmadik tengelyre, illdt@erdinatara nincs szukseég.

A korabbiakban meghatéarozott, altalanos poteridfalezés (3.6) erre az esetre egyézéve
az alabbi formaban irhato fel:

2
U=+gz- r’a?

; (3.7)

Az ekvipotencialis fellletek mentén a potencidlad@dd, a keresett egyenletinket az
U =all.kifejezés hatarozza meg. Tekintsik az egyszsay kedvéért 85z0r azt az esetet, amikor
az allando nulla:

2 2,,2

0=gz-" _rla® (3.8)

Altalaban, ha az &llandé nem nulla, akkor a keteskvipotencialis felilletek egyenletének
altalanos alakja:

2

z=1% | dlland¢. (3.9)

29

A kapott egyenlet — (3.9) — sikban parabola, ayaekoordinata rendszerben forgasi paraboloid
(felllet). llyen lesz példaul a nehézségétérben forgd, folyadékot tartalmazd edényekben a
folyadék felszine (3.2 abra — feltéve, hogy a (XBgjezésben az alland6 értékét nullanak
valasztjuk).
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3. A térgséq és a potencidlis@erekben értelmezhepotencial

3.2. dbra — Forgasi praboloid

Tovabbi feladatként szamitsuk ki a 3.2 4bran tatHargasi paraboloid térfogatat. (Vagyis
egyszeifien fogalmazva az a kérdés, hogy mennyi folyadékeihtz abran lathato ,edény’-be?)

A konkrétan tekintett esetben a felllet egyenldteenger koordinata rendszerben
hengerszimmetrikus, tehat a polar-ssbiiggetlen):

r’a? | R%w® .

z= és H= ;
29

A teljes térfogatot az elemi henger-térfogatolegnalasaval (6sszegzésével) hatarozhatjuk meg

— ebben a szamitasbarvsdor egy elemi térfogatotdy/ ) irunk fel, és meghatarozzuk a két
koordinata kozotti — a (3.10) parabola egyenlegzisti — kapcsolatot:

(3.10)

dV=r’zrdz és dz %2 dr

Ezzel az integral mar felirhatd, az egyeduli flgrevaltozé a sugar, értéke O0-tRkig fut:

R
\% :j rzﬂrﬁdr ; (3.11)
0 g

Az integralas elvégzeése utan kapott primitiv figgy, (3.10)-et is figyelembe véve:

R ni: Rew® R _ HRm (3.12)
4 g 29 2 2

Arra az érdekes eredményre jutottunk, hogy a ®irgaraboloid bels térfogata egy R’
sugaru, H" magassagu henger térfogatanak éppen a feléven®gyez a henger éppen érinti a
forgasi paraboloidot. A térfogat felezése azt jgJehogy ha a paraboloidot eltavolitjuk a
hengerldl, akkor a visszamaradoé térfogat éppen annyi ket a paraboloid befstérfogata volt.
Ezt a tényt szamos hidrostatika feladat megoldasten (és kell) alkalmazni.

A surlédasos aramlasok vizsgalatanal, hengeresveks@setében, a laminaris (réteges)
csHaramlasok sebesség profilja is masodfokd parabliddye, a korszimmetria miatt forgasi
paraboloid felllettel jellemezhiet(17.1 pont, (17.5) 6sszeflggés). Ezért, ilyen esetbz
atlagsebesség éppen a maximalis (legnagyobb) sepése lesz, hiszen a térfogat, valamint a
térfogat-aram a valtoz6 sebesség, illetve az &lmgség esetében pontosan igy lesz azonos.
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4. A derivalt tenzor

4. A derivalt tenzor

A derivalt tenzort a (2.6) egyenlettel hataroziukg, bevezetésével a kdzeg részecskéinek
merevtestszérelmozdulasait és a deformaciodit (hosszvaltozay dédgtacié és szogtorzulas vagy
disztorzid) irjuk le. A derivalt tenzort a szakirodalomban altalaban alkalmazott médaoegy
szimmetrikus Ds) és egy ferdén szimmetrikuS ) tenzor 6sszegére bonthatjuk fel:

D=CODT:%:DS+DA; (4.1)
r

ahol: Dg =§ (D + DT) - alakvaltozasi-sebesség tenzornak is nevezzuk;

és D, =% (D = DT) — orvénytenzornak is nevezzuk.

A fenti felbontas nyilvanvaléan kolcsbndsen egslénti. A derivalt tenzor egészében a
konvektiv gyorsulas szamitdsaban szerepel. Korweaktorsulas (5.1 és 5.2 abra) szarmazhat
merevtestszdér forgasbol és szarmazhat deformaciobol. A deritvé@tizor ferdén szimmetrikus
része Dp) a forgassal kapcsolatos gyorsulas szamitasahdikséges. A szdgsebesség
ertelmezéséhez vizsgaljuk a 4.1 abran lathatdégialapot, illetve annaka valamint 93 szoggel
tortérd elfordulasat.

Az elg szbgelfordulas negativ &@tlet kell kapjon, mivel ott a pozitiv sebesség ateg
elfordulashoz vezet.

4.1 abra — Szogelfordulasok

Az abran a pozitivorgas kovetkeztében @zpontdt idé alatt azA’'-be, aB pont pedig 8'-be
mozdul el. Ezek szerint felirhatd, hogy:

oc i oc
da=-|=—20ydt|/dy és of=|—Ld D t|/J x
oy 0 X

Az ered szdgsebesség szamitasahoz vegyik a két szogéfordtiagat, osszuk @it - vel és
tekintsik ao t = 0 hatarértéket. Ennek a levezetésnek az eredménggilvanvaléan— a

szOogsebesség™ iranyl dsszetdije lesz:
w, =198 95 ). 4.2)
2\ 0dx 0y

Ezt a gondolatmenetet minden tovabbi nélkil mégtlesmételni ax és azy tengely koruli
szOogsebesség Osszdiene is. Mindossze a jobbsodrasu koordinata rendkben értelmezett
pozitiv elfordulasi iranyt kell szem @&t tartani. Végeredményben a szogsebességre akkdyet
kifejezést kapjuk:
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4. A derivalt tenzor

(0c,/ay-ac,/oz)12
o=|(0c/dz-dc,/ox)/2|=
(0c,/ox-ac,jay)i2

rot c; (4.3)

N =

(4.3) felirdsakor- figyelembe véve (2.5)-6t megkapjuk a szbgsebesség és a sebességtér
rotacidja kozotti kapcsolatot: a sebességtér roj@ca kontinuum helyi szégsebességéenek
kétszerese. Ezt a rotaciot egyes esetekben ornsagyesk is nevezik.

Szamitsuk ki a derivalt tenzor ferdén szimmetrikészét, illetve ennek a sebességgel valé
szorzatat. EKkor a kdvetk@eredmeényre jutunk:
D,C=mxC; 4.4)

A derivalt tenzor ferdén szimmetrikus részévetéiir szorzas tehat azonos a szdgsebességgel
balrol torté vektori szorzassal, ezén ,-t drvénytenzornak is nevezzik. Ha a fenti szozatb

szogsebesség helyére a rotacio vektort irjuk, akkadltalanos mechanikabdl jol ismert, Coriolis
gyorsulas kifejezéséhez jutunk:

a. =rotcxc=2mxC; (4.5)

A derivalt tenzor masik, szimmetrikus részénék)(— mivel a konvektiv gyorsulas merev
testszelt mozgasbdél és deformaciokbdl szarmazika fizikai tartalma a deformaciokkal kell
kapcsolatos legyen, ezért is nevezzik ezt a részote alakvaltozasi-sebesség tenzornak.
Tekintstk ebszor a hossz valtozastazaz a dilataciot.

4.2 abra — Hosszvaltozasok

A 4.2 abran feltiintetefs pontot id6 alatt azA’-be, aB pont pedig 8'-be mozdul el. Ax és
azy tengely mentén bekovetkigzhosszvaltozas:

oc
5=9%sx5t és 6= 55 1
d Yooy

X

A ,z” tengely menti hosszvaltozas érteleméear a fenti kifejezésekhez hasonloan irhato fel.
Osszuk el a fenti kifejezéseket renddex-szel, o y-nal és az tengely menti hosszvaltozas
kifejezésétd z -vel; ezek lesznek a fajlagos (relativ) hosszvaisok.

Szamitsuk ki a hosszvaltozasi sebességeket (ezafign adt - vel valé osztas és at tart
nulldhoz hataratmenet képzését jelenti):

, o,=—2L; J,=—2%; (4.6)
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4. A derivalt tenzor

Tekintsilk masodszorra a szogtorzulast, vagy dizfio A 4.3 abran feltiinteteft pont dt id6é
alatt azA’-be, aB pont pedig 8'-be mozdul el. A z” tengely korili szogtorzulas a két része:

ac, ) dc
O),=| =—=0xdt|/ox €és dy,=|—=0 yo /0y
0Xx oy

4.3 abra — Szégtorzulasok

A szogtorzulasok 6sszege:

oy, = 6CX+% ot;
Yo lay ax

A szoOgtorzulasok a sebesség valtozasnak megfeldjellel rendelkeznek, ezért ketiket
0sszegezni. Az xy” index pedig azt fejezi ki, hogy ez a szdgtorzudx-y sikban jon létre. A
szogtorzulasi sebességadtvel vald osztas ésat = 0 hataréerték-képzés utan kapjuk.

irjuk fel mindharom, lehetséges szogtorzulasi seéeget:

dc, Oc dc, ac dc, adc
V= | 2t V= | 2 V= | =22 4.7
& [ay axj Va (az axJ €& (az ayj 47
Hatarozzuk meg a derivalt tenzor szimmetrikus részé
oc,  1fdc 0¢) 1fdc  dc,)
0 X 20y 0dx) 2(0z 00X
b, =|1[2% ,9¢ 9¢c, 1(9¢ ,0¢ . 4.8)
2\0x 0y oy 200z 0y
i(oc,  oc) 1 acz+0Cy ac,
|12{0x 0z) 2(0y 0z 0 z |
Vagyis, r('jv[debben: i
5 Yo Ve
2 2
— yx < yz
D, = 7" 9, 2y
Voo Vo 5,
_2 2 -
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4. A derivalt tenzor

Vagyis a (4.8) kifejezéssel adott tenzor részaldjaban a hosszvéltozasi sebességeket, a
tovabbi elemeiben pedig a szdgtorzulasi sebességattalmazza. A szdogtorzulasi sebességek
indexeinek felcserélése az adott 6sszeg tagjaielakdrélést jelenti. Az 6sszeadas kommutativ
miivelet, ezért ezek az elemek azonosak, vagyis aeligytenzor valéban szimmetrikus.

Hatarozzuk meg az alakvaltozasi-sebesség tetatélbeli elemei 6sszegének fizikai tartalmat.
Szamitsuk ki ezért az @ példakban szerefyl 0 x, dy és J z élhosszUsagu téglatest térfogat
valtozasanak sebességét. Hatarozzuk nieg@l a térfogat valtozast:

a(ov)=[ox+ a(6X][oy+ Ao Y][o 2+ (S §]-. (4.9)
-0X0yoz

Hagyjuk el a masod- és harmadréa kicsi tagokat és osszuk el az egyenlet mindkiéiat a
kiindulo térfogattal:

A(ov)_Aa(ex), A(0y), Alo2)

(4.10)
oV O X oy 0z

A fenti egyenlet mindkét oldalat osszukddl -vel és szamitsuk ki &t = 0 hataratmenetet. A
jobb oldalon rendre az egyes relativ hosszvaltogdlsességek jelennek meg. A végeredmeény a
kovetked lesz:

g{A(év)
dt| oV

. . . oc
}:5x+5y+5=acx+ ATl (4.11)

 dx 0y 0z
=divc;

Eszerint tehat a relativ térfogat valtozasi sedggsami a derivalt tenzor szimmetrikus részének
foatlojaban allo elemeinek 6sszege, éppen a sebéssatt pontjaban vett divergencigjaval
egyenb. A derivalt tenzor szimmetrikus részének tobbinmee a szogtorzuldsi sebességek, a
késsbbiekben — mas alkalmazdsok mellett a surlodds targyalasaban, a fesziltség tenzor
felirasaban jatszik majd d@nszerepet.

A sebesség divergenciajanak fizikai tartalmat alegéegyenlet segitségével is igazolhatjuk —
valasszuk a (6.10) egyenletben szdtepf - fliggvényt azonosan egynek és a forrassséget,
ertelemszdien azonosan nullanak, akkor:

dv _d

d
- = =1 i = : 4,12
- dt\J/'dV,esf(r,l) 1,akkordt\J/' dV-£ch, (4.12)

Végeredményben, a Gauss-Osztrogradszkij tételnadkzsaval:

d—V:jch:jdivcdv; (4.13)
dt - 0

Ezt agy értelmezhetjik, hogy a véges’ térfogat dilatacié (tagulas vagy dsszenyomaodas)
sebessége az elemd\/’ térfogatok dilatacio sebességének az 0sszege, azhvcvaldban az
egyseégnyi kontinuum térfogat térfogat-valtozasiessegét jelenti.

Példaul, a (15.3) kifejezéshen, ahol a fesziltsdgor surlédasbdl szarmazd rész-tenzorat

hatarozzuk meg, a csusztatd fesziltségek szamarasabdoban a derivalt tenzor szimmetrikus
része szerepel.

21



4. A derivalt tenzor

A derivalt tenzornak a koordinata transzformaciék,gorbevonall koordinata rendszerek
alkalmazasa esetén is fontos szerepe vanélEblszempontbol is érdekes és fontos a derivalt
tenzor skalar és vektor invariansa. Ezek az inmadk ugyanis a transzformaciéo soran nem
valtoznak. (Csak szemléltetésul emlitjuk meg, hegy forgastengely, illetve az azt kijedol
szO0gsebesség — vagy éppen rotacio — vektor edg@seelforgatas soran nem valtozik.)

Itt csak utalunk a szakirodalomra: &@ra kérdésél az irodalomjegyzékben felsorolt szinte
mindegyik kbnyvben éwvebben is lehet olvasni.
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5. Kinematika

Az &ramlastan egyik nagyon fontos bevéZejezete a kinematika. A kinematika a mozgasok
leirasi mbdszereit foglalja 6ssze; a folyadékolkgésok mozgasat célsten az erre a teriletre
kifejlesztett eszkdzokkel irhatjuk le. Bknt a Lagrange féle leirasmddot emlitjtilez a leirasi
mod kevésbé hasznalatos, bar napjainkban egyesrikusenddszerek miatt az alkalmazasi kore
bovil. A Lagrange féle targyalasmaéd Iényegében azanslard testek mozgasanak leirasaval. E
targyalasmaodot részletesebben nem ismertetjukydekiéds pl. a [2] segitségével ismerkedhet
meg vele részletesen.

A jegyzetben kozolt ismeretanyag az Euler félgyalasmaodra épul. Ezt a leirdsi mdédot
Leonhard Euler kifejezetten a folyadékok mozgésateikasara fejlesztette ki. Ebben a
targyalasmédban a vizsgalt kézeget kontinuumnakntigk, azaz a kbzeg a teret matematikai
értelemben is folytonosan télti kitehat a véges méteanyagi részecskéket folytonosan elosztjuk
a térben. Ez teszi leliete a hatarértékek, differencial-hanyadosok, illefdasonlé matematikai
eszkozok alkalmazasat. Az Euler féle szemléletrnebdttlehetvé teszi fizikai terek megadéasat.
llyen pl. a sebességtér, ami éppen a kinematikazdé¢ targya. Ebben a targyalasmodban a
kinematikan tal, a kozegek tovabbi jelletitzis fizikai térként adjuk meg, vagyis a nyomas, a
homérséklet, a igiiség illetve szarmaztatott mennységként a tomeganaozgasmennyiség és
perdulet is skalar-vektor vagy vektor-vektor fuggngel adhaté meg. A sebességtér a kbvétkez
vektor-vektor fliggvénnyel adhat6é meg:

c=c(rt); (5.1)

vagy, 6sszetdénként kiirva:

¢, =c (x v, z1);

c,=C, (x, Y, z,t);

c,=c, (x,y z1);

ahol: r - a fizikai tér megfelél pontjanak helyvektora;
Cx G, G - a sebesség megfélddlomponensei;
X, Y, z- azr helyvektor koordinatai;
t-azid.

Az aramvonal a sebességméz/ektorainak egy, adott pillanatban vett burkoldhge — az
aramvonal-ivelemmeldé ) tehat a sebesség vektor parhuzamos, azaz a parbsgag miatt a
vektori szorzatuk nulla:

cxds=0; (5.2)

Az (5.2)-beli vektor szorzat kifejtése alapjan rlapithatjuk, hogy a sebesség dsszikads a
megfeleb ivelem 0sszeték aranya a kovetkéz(hiszen a vektori szorzatot (2.5) szerinti kifegté
szerint a determinans masodik és harmadik soragpakds tobbszorosének kell lennie):

C.:C,:c, =dx:dy:dz; (5.3)

A palyavonal egy (kijel6lt) elemi folyadékrészecske Utja. Itvieg a kontinuum egy elemi
részecskéjét van szo, aminek a mérete télleges pozitiv szamnal is kisebb, vagyis ez egy
matematikai értelemben infinitezimalis részecskevds§bé pontosan néha a tényleges fizikai
részecske Utjat is palyavonalnak nevezik.
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A nyomvonalaz a vonal, amely mentén, egy pillanatban a tgragigtt pontjan addig athaladt
(elemi) részecskek sorakoznak. llyen vonalat lathiatpl. egy szélcsatorna vizsgalat esetében,
amikor az aramlasba egy ponton flistot vezetlink be.

Az &ram-, palya- és nyomvonal stacionarius arareketében- olyan aramlasban, ahol a
sebesség azdblen nem valtozik azonos. Az aramlasok stacioneritasa vagglidsaga fugghet a
megfigyeb nézpontjatdl (a vizsgalathoz felvett koordinata reredit). A vizsgalatokhoz
szilkséges koordinata rendszert tehatKajlyelemmel érdemes kivalasztani.

Amennyiben az (5.1) kifejezéssel adott sebessémtédr egy-egy pontjdhoz pontosan egy
sebességet rendel, akkor a tér ezen pontjaibatészegy €s csak egy aramvonal haladhat at;
azokban a pontokban, ahol a sebesség tobliétt# aramvonalat is talalunk. Ezeket a pontokat
szingularis pontoknak nevezzik. llyen szingularis pont példggy forras vagy egy ny&l ahol
végtelen sok sebesség és aramvonal értelntezAet aramvonalak esetenként aramfellleteket
vagy aramcsoveket alkothatnakezeket kinematikai alakzatoknak is nevezzik. @ikésok
esetében az aramvonalak alkalmazasa nagyon fantosiékes eredményekre vezet.

Az Orvényességa sebességtér rotacidja, meghatarozasa az altdlialdban alkalmazott
Descartes féle deréksabgoordinata rendszerben (2.5) szerint lehetségestdid, amint azt az
elnevezése is mutatja, a folyadéktér forgasavatd@ptos mennyiség (a pillanatnyi szégsebesség
kétszerese — (4.3) kifejezés). Az aramvonalhoz riiéaa, azokat a vonalakat, amelyek egy adott
pillanatban az oOrvényesség burkolé gorbéi, orvéngdrak nevezzik- ekkor tehat az
orvényesség parhuzamos az érvényvonal ivelem \ékdbr

rotc xds=0; (5.4)

Az orvényvonalakbot az aramvonalakhoz hasonléarbrvényfeliileteket és 6rvénycséveket
lehet Osszedllitani. Ez utobbi alakzatok fontos reqzet jatszanak az Orvénytételek
megfogalmazasanal, illetve bizonyitasanal.

Az (5.1) tipusu sebességtér egy, altalaban téésdbben valtozo fizikai teret ad meg, azaz a
sebesség a hely és a® ifliggvénye; a gyorsulasok meghatarozasanal alkvel id5 szerinti
megvaltozasat valamint ezek dsszegét kell figyekerdmni. A térbeli valtozas alapjan szamitott
derivaltat idegen széval konvektiv, adlieli valtozas alapjan szamolt derivaltat lokalisedid
0sszegét teljes, totalis vagy szubsztancialis gyassak nevezzik el. Tekintettel arra, hogy az
Euler féle targyalasmédban a kozegek tovabbi jeliénfnyomas, 8riiség, mérséklet stb.)
szintén fizikai meé&ként adottak, a sebesség valtozasaval kapcsolatthnmegallapitasok
altalanosithatok. Ezek a sebességtérhez hasontdailis| konvektiv és teljes derivaltakkal
rendelkeznek. A lokalis és konvektiv derivalt ragiti helyen illetve idpontban tekintend igy
ezek a kozeggel nem mozognak egytigzek nyitott rendszerre vonatkoznak. Ezzel szenaben
telies derivalt a kézeg egy pontjara vonatkozikgyis egylttmozgé azaz zéart rendszerre
vonatkozo derivaltat jelent. Ezért nevezik még amyaagy materialis derivaltnak is.

A sebesség idszerinti megvaltozasa,taljes gyorsulasz alabbi modon irhaté fel (bevezetése
a 2.pontban olvashato):

oc
—=—+_—c=—+(cod")c=—"+ Dg; _
dt odt or ot ( ) ot (®-5)

Az (5.5) kifejezésben, a masodik egymdgjel utani masodik tagban, a zardjelben a seppessé
€s a nabla vektor-operéator diadikus szorzata sekrept derivalt tenzornak nevezzik (jelel¥ ,,
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beti). Bevezetése a konvektiv gyorsulas elemeinek dizértelmezését teszi szemléletesse; a
kozeg-részek forgasara és deformécidjara vonatkémdabban (4. fejezetben) bemutatott
informaciokat hordozza. Az (5.5) egyenlet adja nmwat a kézeg gyorsulasait: a bal oldalon a
teljes totalis vagy szubsztancialisgyorsulas all, a jobb oldalak mindegyikében az dby a
lokalis, a masodik &onvektivgyorsulas.

Ezek a gyorsulas-tipusok eltérnek a merev testathanikajaban szerépjyyorsulasoktol, ezért
fizikai értelmezésik céljabol néhany példat mutitbe. Lokalis gyorsulds akkor létezik, ha a
sebesség egy pontban, ad ifliggvényében valtozik. Tipikus példa erre egy Kssaonkeént
allanddé keresztmetsigt cHvezeték, amelyben é&ben valtozd folyadékmennyiség halad (pl.
vizvezeték stb.) A lokalis gyorsulast tehat egytatielyen, valamely ést + At pillanatban mért
sebességkllonbséggel szemléltethetjik.

5.1. &bra —Konvektiv gyorsulas, iranyvaltozas 5.2. abra — A sebesség nagysaganak
kdvetkeztében megvaltozasa miatti konvektiv gyorsulas

A konvektiv gyorsulas a sebesség iranyanak vaggys@manak adott pillanatbeli
megvaltozdsabol szarmazik. Az 5.1. abrdan a sebessdyvaltozadsa figyelhét meg: a
konyokcsben (az egyéb valtozasoktdl most eltekintve) asshpeiranya a belépéka kilépésig,
pontrél pontra valtozik.

A sebesség abszolut értékének - a sebesség naggkagaltozasara szemléletes példa egy
szikulé (konfuzor) vagy Bvilo (diffazor) cHidombeli, idbben allanddsult aramlas. Ezekben a
csvidomokban a sebesség irdnya a kdzépvonal mentérvalémaik, a nagysadga azonbaraz 5.2
abra tanusaga szerintigen. Lokalis és konvektiv gyorsulas ezen a kgtnileegyszésitett
példan kivil természetesen szamos mas esetbdreje

A teljes, totélis vagy szubsztancialis gyorsulasddig bemutatott, kétféle gyorsulas 6sszege
(ha az egyik gyorsulastipus nulla, akkor a teljgsrgulas azonos a masik, nem nulla gyorsulas-
résszel). llletve a teljes, totalis, szubsztangiahgy materialis gyorsulas nulla, ha mindkét rész
gyorsulas nulla vagy egyik kiejti a masikat (a ndikdehetiség meglehésen ritkan fordul &).

A palyavonal egy, kijelolt részecske Utja. A p&yaalhoz rendelhétaz ériné (€), a normalis
(n) és a binormalish) egység-vektorbdl allé kisértrieder. Ezek jobb rendszert alkotnak. A
tovabbiakban szoritkozzunk azé@lo (staciondrius) aramlasok esetére. Ekkor egidblaz
aramvonal, a palyavonal és a nyomvonal azonos.

5.3. 4bra — Kisér 6 triéder

A kisél trieder altal kifeszitett koordinata rendszer hillazasa azért jelent egysisitést,
mert ebben a rendszerben a sebesség arartyl, a masik két 6sszetgg azonosan nulla. A
stacioneritds miatt csak konvektiv gyorsulas |&t€zs a konvektiv gyorsulasnak is csak ériés
normalis iranyl 6sszetéje van, a binormalis irAnyban gyorsulas sincs
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Az érin® iranyu konvektiv gyorsulas, a sebességgel minéskaennyiséggel szamolva:
Joc.

8 =c (5.6)

A konvektiv gyorsulas masik dsszeigva palya gorbuletét is fliggs centripetalis gyorsulas,
ennek az altalanos mechanikabol ismert alakja:

Ap = _E; (5.7)

Az &ramlastanban lonvektiv gyorsulagdbbféle alakjat hasznaljuk. A kovetkében taldn a
legelterjedtebben hasznalt alakot vezetjik be. 8dntel a derivalt tenzort a kdvetkemodon:

D=D" +(D—DT); (5.8)

A feliras helyessége nyilvanvalo. A konvektiv ¢gudast a sebesség és a derivalt tenzor
szorzata szolgaltatja. Szorozzuk a fenti egyenlah pldalanak etstagjat a sebességgel:

ac ac dc 9 ]
aX X ax Yy aXCZ aX(CX+Cy+CZ)
Joc ac Joc 1| 0
D' c= Xc +—2Lc +—= == — + C+ =
dy © oy’ ayCZ 2 ay((i S CZZ) (5.9)
Jdc ac ac, 0 (2, 2. 2
Xc + Yc, + - Cx-l-C +CZ
1z * a9z azCZ_ 02( e

2

c'c c
=grad| — |=grad—;
g (2} g 5

Az (5.9) egyenlet jobb oldalan dc szorzatot hagyomanyosafinek szokas irni; a skalaris
vagy bel$ szorzattal tortéh feliras kdzvetlenll mutatja a sebességvektor retgyek kiszamitasi

modjat. A sebesség négyzetének gradiensét példaaitraulli egyenlet levezetésekor hasznaljuk
majd fel.

A (D - DT) c jelentése (egyszéiszamolassal ellénizhe®):

(D—DT)c:rotcxc; (5.10)

Ezt a szorzatot forditott sorrendben szokas felwgy zaréjel nélkil is rogton latni lehessen: a
rotacido operator a sebességre vonatkozik. A totayy szubsztancialis gyorsulas igen gyakran
alkalmazott alakja tehat a (5.9) és (5.10) 6sszagdkhato fel — ez (5.11) két, utolso tagja.

A totalis gyorsulas tehat egyéna lokalis gyorsulas (a jobb oldal élsagja) és a konvektiv
gyorsulas (a jobb oldal masodik és harmadik taiggayegével:

dc adc c?
—=—+grad| — |—cxrotc; 5.11
dt ot ° (2] (.11)

Az (5.11) bal oldala tehat a teljes (totalis, sathncialis, materialis) gyorsulas. Ez a gyorsulas

az a gyorsulas, ami — egysizen fogalmazva — Newton Il. térvényébe (ami a moagasyiség
megmaradasan alapuld térvény) beirando.
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A teljes gyorsulasnak pedig, az Euler féle szestiébd alkalmazasa miatt van lokalis
gyorsulas 6sszetéje (5.11 jobb oldali etstagja — adott, rogzitett helyen, a% iszerint valtozo
sebesség) és konvektiv 6sszéje\(5.11 jobb oldalan a masodik és harmadik tag ).

Amennyiben egy aramlasban létezik lokalis gyorsiieem nulla), akkor azt az aramladitdn
valtozo aramlasnak, latinul instacionariusnak neukz Ha a lokalis gyorsulas azonosan nullak,
akkor az aramlas #&ben allandg, latinul stacionarius. Adkmen allandé aramlasnak masik, szintén
latin eredei, kissé ritkAbban hasznalt elnevezése a permanamsés.

A kinematika az éaramlastan fontos fejezete, nagjelanttssége a gyakorlati feladatok
megoldasaban is. Ennek az aramlastan kurzusnajamssagai miattéként elméleti kérdések
adodnak el a terlletél. Peldaként tekintsuk a kovetkiekérdest:

Milyen gyorsulas fajtéakat ismer? Hatdrozza megketnzor-, vektor formaban tortén
szamitasanak modjat! Mutasson ra ezek fizikailtaéea, kilonos tekintettel egy-egy részecske
lehetséges mozgasformaira. Ennek a feladatnak krélomegoldasat kilén nem ismertetjik,
hiszen a feltett kérdésekre adando valasz a koabf@gban olvashato — a feladat mindéssze a
valasz elemeinek Osszdijgése.

A tananyag irant mélyebben, a vizsgaktvetelménydkémerben éerdekdds hallgatok ilyen
tipusu feladatokat a [7] példatar 12. ,Kinematik&hii fejezetében taldlhatnak.
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6. A mérleg-egyenlet

A folyadékok mozgasanak dinamikajat a fizika megadasi elveire alapozva épitjuk fel. Ennél
ugyan van altalanosabb letgeég is (pl. a variaciés elvekre tordéralapozds — és ez a
targyalasméd egyes, numerikus modszerekhez kapbsolterjed is), azonban a jegyzet céljat
tekintve a megmaradasi elvek — anyag-, mozgasmséyi energia- €s perdilet-megmaradas —
jelentik a legmegfelébb alapot.

A megmaradasi elveket altalanossagban a mérlegpéagysegitségével fogalmazhatjuk meg.
Minden megmaradasi elvhek megvan az integral véldifferencial-egyenlettel leirt alakja. A
konkrét egyenletek azonban a mérleg-egyenlet ma§falakjabdl szarmaztathatok.

Az aramlastani mennyiségek — a tobbi fizikai meséghez hasonléan — extenzivek vagy
intenzivek lehetnek. Az extenziv jelleéhza vizsgalt rendszer méreteivel aranyosan valiqzaa
intenzivek viszont a rendszer darabolasaval nenmozrddk. Jellem& példa az extenziv
mennyiségre a tobmeg; az intenziv mennyiségek cgépak pedig pl. a nyomés az egyik jellémz
tagja.

Zart rendszerek egészét tekintve az extenziwnjetie értéke allandé. Ez az allanddsag jelenti a
megmaradast.

A fizika megmaradasi elveit zart rendszerekre mandki. Ezzel szemben a mérnoki
gyakorlatban megleh&ten ritka a valamilyen értelemben (pl. anyag, msaggnnyiség, energia
vagy perdilet atadas szempontjabdl) zart rendsZermérleg- vagy transzport-egyenlet
segitségével, a rendszerhatarokon &tl@pamok (pl. anyag, mozgasmennyiség, energia vagy
perdulet aram) figyelembe vételével nyilt rendskereis felirhatok a megmaradasi elveken
alapuld egyenletek. Ezek a matematikai egyenleigk qziikségesek a modellezéntizikai
folyamatok leirasahoz.

Tekintsiink egy, egyszeresen 0sszediiggrt térfogatot\" - 6.1 abra), illetve tekintsiink egy, a
muiiszaki gyakorlatban hasznalatos nyitott rends2¢ért 6.2 4bra), ahol jeldlje j ” a fellleten
atlép aramokat (pl. totmeg-aram, mozgasmennyiseg-araengenaram stb.):

i

6.1. abra — Fizikai szempontbol zart rendszer 6.2. abra — Fizikai szempontbdl nyitott rendszer

A zart rendszerek valamely, a folyadékhoz kotott rendszert jelenkereerendszerek hataran
tehat fizikai aram (tdbmeg, mozgasmennyiség, enestiig nincs. Szamitsuk ki azt az extenziv
mennyiséget, aminek érsiseg-figgvényét a 2. pontban, a (2.22) kifejezéssadttik be:

= j f(r,t)dv?; (6.1)

A kifejezésben szerepl' V' " a folyadékhoz kétott, egyszeresen dsszefiiggrt térfogat. Erre
a" @ " extenziv mennyiségre vonatkozd mérleg-egyenkehvetkes:
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dg-d 00 (6.2)
@ dt\!jf(r,t)dv Q;

ahol:Q -a kijelolt " V' " térfogatban helyet foglal6 (esetleges) forras.

A (6.2) mérleg-egyenletben, tekintettel arra, hagkijelolt " V' " térfogat mindig azonos
folyadékrészeket tartalmaz (tehat ilyen értelemipem valtozik) és az integrél azéitkk
differencialhato figgvénye, a differencialas ésndegralas felcserélhé&t

= f(r,t)dVD:J'%(deD); (6.3)

Az integraljel utan kijelolt differencialas elvégeet, ennek pontos matematikai levezetésére
nem térink ki, az pl. [23]-ban megtalalhatd. Azdenény a mérleg-egyenletrt rendszerre
ervéenyesintegral alakja:

df . 0 (6.4)
j(anmcjdv_q

VJ

Megjegyezziik, hogy a (6.4) kifejezésben megjelerd’c = dive " éppen a térfogat-valtozas
sebessége, amit a 4. fejezet végén, kétféleképperegmutattuk. Vezessiik be a forragiséget
("q"), gy, hogy a 'Q " teljes forrast a forrasisiiség térfogati integralja szolgaltassa. igy a (6.4)
minden tagja térfogati integralként irhaté fel:

j(%+ f Dch av'= [ qav’; (6.5)

VJ

Tekintettel arra, hogy az egyszeresen 6sszéfigggt 'V " térfogatrél csak annyit kotottink ki,
hogy annak a folyadékhoz rogzitettnek kell lenezért az egyeiség akkor és csak akkor all
fenn, ha az integralando figgvények eggek| azaz:

df

dt

Ezzel a mérleg-egyenletrt rendszerre vonatkozadifferencial-egyenletalakjahoz jutottunk.
Az egyenlet jobb oldalan a forraérseg (roviden forras) talalhatd. Kézismert példéwagy az
anyagmegmaradas esetében a forrds (ez égyesl valos szam, ha pozitiv, akkor a sz6 szorosabb
értelmében is forrasrél beszélink, ha azonban negatkor nyebrél van szd) egy tényleges
forrast (nyebt) jelent, amit példaul egy csovon érkeklilss folyadékként képzelhetink el. A
mozgasmennyiség szempontjabdl forrast jelent péll@uavitacios €itér tére6ssége vagy mas,
kulsé e is. A perdilet-valtozas oka (forrasa) valamelylskinyomaték és — természetesen —
léteznek energiaforrasok vagy energia-tigak. Esetliinkben az egyik leggyakoribb energiatorra
egy munkagép (pl. szivattyu, ventilator stb.), greenyeb pedig egy efgép (pl. hidromotor,
hidraulikus munkahenger stb.) lehet.

Az aramlastan altalunk targyalt ismeretanyagalk@mydges szerepet jatszé forrasokrdl a
megmaradasi elvek konkrét targyalasanal szolunkletesebben. A mérleg-egyenlet alagvet
fizikai tartalma a mefyzés vagy megmaradas, a részletes fizikai tarta@omr konkrét
megmaradasi elvek targyaldsakor tértink Ki.

Amint mér emlitettik, a fszaki gyakorlatban sokszavyitott rendszerel kell dolgozni.
Nyitott rendszetl akkor beszélink, ha a Kkijelolt, egyszeresen d&ggd, matematikai
értelemben zart térfogat (jele:V'") nem mozog egytitt a folyadékkal, igy a hatarfeldletén a
szoban forgd extenziv mennyiség ki- illetve bearanMivel a zart térfogat felileti normalisa
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kifele pozitiv, ezért a kil&p aram lesz a pozitiv, a belgpedig negativ — emiatt az aram elé
negativ adjelet kell irni. Anyitott rendszerre érvényes mérleg-egyenlet kiindulé alakjat (61@3-
hasonléan irhatjuk fel, a jobb oldalt azonban ki &gésziteni a fent emlitett arammal (jelet):

d _~_,.
=01 (6.7)

Vezessik be a feluleti aratingség fogalmat (jele: 'j ™). A (6.7) kifejezés a fellleti
aramsiriség felhasznalaséaval [2] szerint a kovetk&ppen irhato fel:

T dv=[qdv-[jTdA : (6.8)
Joav=faav-|
\ \% A

ahol:
j = fc(alegegyszébb esetben, ha egynérfolyadék aramlasarol van szo).

Az egyes megmaradasi elvek vizsgalatakor az adetben jelentkézfellleti aramériséget a
késsbbiekben részletesen ismertetjik, itt csupan pélaakmlitjik, hogy a fellletegységredes
tomegaram aj' = pc " kifejezéssel adhaté meg. A Gauss-Osztrogradgziegral-atalakitasi tétel
segitségével a fellleti aratingség integralja térfogati integralla alakithato:

J'%_fdvzj'qdv—jDTjdV:quV—IdivjdV; (6.9)
\% t \% \% \% \%
azaz.

j(%—I+DTJJdV:jqu; (6.10)

\%

A (6.10) egyenlet anyitott rendszerre érvényes mérleg-egyenlattegral alakja. A zart
rendszerrel kapcsolatosan mar megmutattuk, hogytatipusu integral pontosan akkor nulla, ha
az integrélando fuggvények 6sszege nulla. Enngbjéadaa nyitott rendszerre érvényes mérleg-
egyenlet differenciadlegyenlet formaban felirt kifegsének kbzismert alakjat kapjuk:

d f .
— +0"j=q: 11
31 =9 (6.11)

A fellleti aramériiséggel kapcsolatban egy fontos megjegyzést keilir@n E jegyzetben csak
egyneni folyadékok aramlastanaval foglalkozunk, azonbarbtésetben (példaul a kornyezeti
aramlasok vizsgalatanal) tobb, kulonbddzeg egylittes aramlasanak vizsgalatara is sGihletr
A (6.7)-5l levezetett (6.10) vagy a (6.11) egyenlet alkalmadsilonb63, fizikailag értelmezhét
kolcsdnhatasok (pl. diffazid) leirasara. Ezt@vibést az itt nem részletezett Onsager tétel dletv
Onsager 0sszefliggés alapjan tehetjuk meg.

A mérleg-egyenlet az alapul vett rendsdefiiggetlendl a fizikai megmaradast fejezi ki —gzé
a kétféle alaknak (zart, illetve nyitott rendszevanatkoz6 alak) ekvivalensnek kell lennie. Az
anyagi, materialis vagy szubsztancidlis derivaleitésénél felirtuk a kapcsolati egyenletet, mely
a zart rendszerre és a nyitott rendszerre vonatklezrivaltak kozti kapcsolatot adja meg (2.25
vagy 2.26). E kapcsolati egyenlet segitségével beimatjuk a mérleg-egyenlet zart és nyitott
rendszerre felirt alakjanak ekvivalencigjat.

Induljunk ki a (6.6) kifejezés kissé modositotalghbol (legyen a forras a bal oldalon).
Alakitsuk at a szubsztancialis derivalt ertékez@qi® rész elé tagja) a (2.25) szerint:
q:i+fDTc:ﬂ+cT(Df)+fDTc; (6.12)
dt ot
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6. A mérleg egyenlet

A jobb oldalon szereffimasodik és harmadik tag egy szorzat-fliggvény deresiaja:
c' (Of)+ f O"c=0" (f ¢)=div(f ¢)=0" j; (6.13)

Végeredményben tehat felirhato (6.6) és (6.11hegsaga, azaz:

M toe=q=2+or(19=2+aj; (6.14)
dt ot ot

Ezzel a differencidlegyenletek ekvivalencigjat metattuk, ebBl az integrél egyenletek
ekvivalenciaja rogton kovetkezik. Ez az egyselg - tobbek kdzt — azt fejezi ki, hogy a mérleg-
egyenlet, illetve a béle szarmazd eredmény a valasztott rendélzesbk alakilag fligg, megfetel
lépésekkel azonban ezen alakok ekvivalenciaja kehmtb. Az egyeség azonban itt nem
azonossag, csak ekvivalenciat fejez ki.

Osszefoglalva, a mérleg egyentstitott rendszerre vonatkozo, integrél alakja a kovetkez
képpen irhat6 (a kozépsész masodik tagjat fellleti integralla alakitctak fel):

d ¢ 0 f(r t)

ai f(r,t)dv_j v+j fr, tcTdA = jo( f dv (6.15)

ahol:

f(r,t); — skaléar-vektor fliggvény (pl. a folyadékrésége, stb.);

_j fF(r)dv: — a vizsgalt intenziv jellentzid6 szerinti teljes, totélis
vagy szubsztancialis megvaltozasainak integralja;

J’ 6 f(r t) dv: _ @vizsgaltintenziv jellenizlokalis vagy i szerinti

7 megvaltozésainak integralja (rogzitett helyen);

J' f(r,t)c"dA; _ avizsgalt intenziv jellenizkonvektiv vagy hely szerinti

A megvaltozésainak integralja (rogzitett pillanathan)

jq(r,t) dv; — a vizsgalt térfogatban w#Rkods forrdsok hatasa

v (integralja).

(A c'szimbolum a sebesség transzponaltjat jelenti, védle sebesség

transzponaltjia és az itt roviden vektornak jelotlifetelem — amely

pontosabban a fellletelem és a felllet normal vékek szorzata — skalaris
vagy bel$ szorzatat jeldli.)

A Gauss-Osztrogradszkij tétel segitségével a mérde vagy transzport egyenlet
(visszaalakitott) integral alakja a kovetkemodon alakithaté at agy, hogy benne mar csak
térfogati integrélok szerepeljenek:

; d _r0f(r,t) - —
EJ f(r,t)dV—\J/' P dV+_£ di( f(, ic) dV—!/ ¢, ) d\ (6.16)

Mivel az integralasi tartomany a fent kimondottitdeleken tal tetsdeges, azért az
integrélandd flggvényeknek kell egyémék lenni, ezzel a mérleg- vagy transzport-egyenlet
nyitott rendszerre vonatkozé differencialegyenlet alakjakapjuk:

df(r,t)_of(,t)
dt ot

+div( f(r,t)c) =q(,t); (6.17)
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6. A mérleg egyenlet

Alapvet; fontossag miatt kilon kiirjuk a (6.17) tagjainakentését:

f(r.t); — skalar-vektor fuggvény (pl. a folyadékrésége, stb.);
Tovabba:

if(r ) : __avizsgalt intenziv jellentzidé szerinti teljes, totalis

dt =7 vagy szubsztancialis megvéltozasa;

gf(rt). a vizsgalt intenziv jellentzlokalis vagy id szerinti

ot megvaltozasa (rogzitett helyen);
: : a vizsgalt intenziv jellentzkonvektiv vagy hely szerinti
div[ f(r.t)c]; — gait itenzlv Jetienty
megvaltozasa (rogzitett pillanatban);
q(r,1); — avizsgalt térfogatban k6 ds forrasok.

A mérleg vagy transzport egyenlet tehat — legyed gart, vagy nyitott, integral vagy
differencialegyenleti — a megmaradasi elvek altalanositott formajane] és igy k6zos alapja
lesz az 4ramlastan alapegyenleteinek. De, termessrets mérleg egyenlet jelésége egyéltalan
nem korlatozhaté az aramlastanra: adott esetbeacsak a megmaradasi elveket valasztjuk —
minden, a kérnyezetliinkben végbeh@lenségre alkalmazhato.

A transzport vagy mérleg egyenlet olyan elmélietpaegyenlet, melyre — e kurzus keretében —

olyan elméleti kérdés iranyulhat, amely szerintleaz alaprol indulva levezeteédvalamely
aramlastani alapegyenlet.
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7. A fizika megmaradasi elvei az arandabiin

7. A fizika megmaradasi elvei — az aramlastanban

A fizika altalunk vizsgalt terlletét, az aramlagtaz anyag-, mozgasmennyiség-, energia- és a
perdilet megmaradas elvére épitjik fel. Ezek alapmsekt ismerte tehat nélkiulézhetetlen. Ez a
korrekt ismeret a kdvetkéznégy elembl All:

— a kérdéses egyenlet (matematikai alakjanak) lsbasimerete;

— annak a megmaradasi elvnek, illetve teljestilés&nakrét formajanak ismerete,
amelyre a szoban forgo egyenlet éplil;

— az egyenlet tagjainak fizikai értelmezése — nizikdi jelentése az egyes tagoknak;

— a szbban forgd egyenlet érvényességi feltételasmkrete.

Az anyag megmaradasak elve (6.15) szerint irhaté fel, mindésszel@tahos, f* fuggveny
helyére a#riiséget kell beirnunk:

%J p(r,t)dV=\[%—’de+£ch dA =£ qar, 9 dv; (7.1)

A (7.1) egyenlet az anyag megmaradas elvén al@pukljesen altaldnos — vagyis nincs az
ervenyességet korlatozo, fizikai feltétel. Bal ¢dda V térfogatban elhelyezkédiomeg idbeli
telies megvaltozdsat fejezi ki. Ezt felbontjuk akdlis valtozas (a valasztott térfogatbeli
tobmegvaltozas) és konvektiv valtozas (a valasztéttogatbdl ki- é€s belép tomegaramok
0sszessége) 6sszegére. A harmadik tag, a jobbpedal azt mondija ki, hogy ez a megvaltozas a
keletked vagy eltin6 anyag mennyiségével egyénlHa olyan folyamatokat vizsgalunk, ahol
nincs sem keletkéz sem eliné anyag @(r,t) = 0), tovabba rogton a teljes megvaltozas lokalis és
konvektiv dsszetdire bontott alakjat tekintjik, akkor a kévetkddfejezést kapjuk:

dp .
——dVv+ ¢ dA=0; 7.2
Jat [\p (7.2)

Ha a $iriség az idben nem valtozik, akkor (7.2) bal oldali &lsagja nulla lesz. Szadmoljunk
tovabba atlagsebességekkel és legyenek ezek aztediaellletekre meéilegesek — akkor egy
aramcs ki (K) és belép (B) fellletére kapjuk:

PeCeA;s = PG A= im= all vagy o= all( ahely szerintl)s

. (7.3)

A, =GA=V=all

Ezek a folytonossag torvényének jol ismert édaltasan hasznalt alakjai, illetve ezek integral
egyenletek.

A folytonosséag torvényét differencial-egyenletkéntelirhatjuk:

6_,0 i = 6_,0 i =0;
\J;at dV+\J; div(pc) dv=0 = T di pc)=0; (7.4)

Fizikai szempontbdl a lokalis tag a valasztotfagatbeli tomegvaltozast, vagy a differencial
egyenletnél az egységnyi térfogatbeli tomegvaltoienti. A konvektiv tag pedig ki- illetve
belé® tomegeket hatarozza meg, differencialegyenleasat egysegnyi térfogatot véve alapul.
A folytonossag torvényének legfontosabb érvényedséigtele a (7.2) kifejezédtkezdsdéen az,
hogy az aramlasban ne legyen sem forras, sené.ngelegyébirant a folytonossag térvényének
nyitott rendszerre vonatkozo alakja.
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7. A fizika megmaradasi elvei az arandabiin

A nyitott rendszerre vonatkozo differencialegyén{6.11) alapjan rogton is felirhatd. Az
erdekesség kedvéért megmutatjuk, hogy a folytomgogs@ényénekzart rendszerre vonatkozé
differencial-egyenlete (6.6) szerint irhato fel:

d_'o+pDTczq; (7.5)

dt

A mozgasmennyiség megmarad@sk elve szintén (6.15) szerint irhatdé fel. Eggt te
mozgasmennyisége tomegének és sebességének smirzaggenb. A mozgasmennyiség a
tdmeghez hasonléan megmaradd extenziv mennyisé@yathezasa impulzus hatasara kdvetkezik
be — az impulzust pedig a testre hato &uUE6 és hatasidejenek szorzataként szamitjuk.
Folyadékok esetében a szdban forgd testet valarfudyadékhoz kotott, egyszeresen dsszedligg
térfogattal hatarozhatjuk meg, ennek mozgasmengwisé

ﬂﬁt:jpcdv;és:dd—gtﬁ:ZF; (7.6)
\Y

Mivel a mozgasmennyiség (szemmel lathatéan) vekigrt a harom 6sszetee felirt mérleg
egyenletet 6sszefogva a kovetéeizhatjuk:

%J' o(r,t)e (r,t)dvzj%dvﬂ'cch dA=>F (7.7)
\Y \ A

Vagyis a mozgasmennyiségaységre ésteljes megvaltozasa — ami a lokalis és konvektiv
valtozas 6sszegeként irhatd fel — eg§emlkivalasztottV térfogatbeli kozegre hatd kdlserok
eredjével (6sszegével).

Az altalunk vizsgalt korben fellleti és térfogatbk értelmezhdik. Ezen tul, véges térfogat
esetén éifordulhat idegen test is a térfogatban (az éleh felileten belll). Ezek szerint a kéls
erdk a kovetkedkéeppen irhatok:

ZF:J' ndA+jpng+F=j HdA+jpg dv-T; (7.8)
(A) v (A v

A fenti kifejezés jobb oldalanak éldagja a fellleti €, a masodik tag a térfogatiéees a
harmadik tag az elsesetben az idegen test folyadékra gyakorolt gEjg illetve a masodik
esetben a testre gyakorolt €T ), amely e a folyadékra hato érreakciod ereje — ezt mutatja a
negativ abjel. Ezen a helyen (is) hangsulyozzuk, hogy egytaeinennyiség éjele mindig
fizikai tartalmat hordoz: jelen esetberTalétti negativ ebjel azt jelenti, hogy ez egy reakcid®er

Az agynevezett ,impulzus tétel” gyakorlati szars@kra hasznalatos alakja a (7.9) egyenlet. A
bal oldalon a stacionarius, legfeljebb kvazi stagius aramlasokra érvényespegységre €5
mozgasmennyiség valtozas konvektiv része all. A joldalon az el két tag a fellleti éket
jelenti. Idealis kdzegre a feszlltség tenzor egyszeirhato: 11, = -pE, vagyis csak a nyomast
tartalmazza. A negativ el azt fejezi ki, hogy a feluleti normalis kifela,nyomasbél szarmazé
er6 ezzel ellentétesen, befelé mutat — ez a fellitéki elss tagja. A masodik tag]) a surlédasbol
szarmazo6 ék osszefoglalo formdja. A harmadik, térfogati imédga térfogati diket jelenti — ez
gyakran (de nem mindig) a nehézségb.eA negyedik tag az ellénzé fellleten belll
elhelyezked, idegen testre hatoder

J'cchdAz—J' pdA+S+ngdV—T; (7.9)
(A) (A v
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7. A fizika megmaradasi elvei az arandabiin

Az impulzus tételt igen gyakran idealis kdzegiekirfel, ebben az esetben az aldbbi, igen
gyakran hasznalt alakot kapjuk:

jcchdAz—j pdA+'[png—T (7.10)
(A) () v

Ez, a mozgasmennyiség megmaradasaraé éptegral egyenlet, ami valojaban a mozgas-
mennyiség megvaltozasarol szél: a mozgasmennyiségtavaltozik, amennyi valtozast a kéls
erdk elsideznek. Ervényességi feltételei pedig a konkréka@ikal kapcsolatosan a fentiekben
olvashatok.

A mozgasmennyiség megmaradasat zart rendszefedirigatjuk. Ebben az esetben feltéhet
hogy a kul$é ek nem valtoznak, csak a bal oldal valtozik. A (6kifejezés alapul vételével a
kovetked eredményt kapjuk:

d
J' —(pc)+(pc)DTc dVD=J',ongD+J'HdA—T; (7.11)
V] d t V] A
A mozgasmennyiség megmaradasaradegiiferencialegyenlet, (7.7)db kiindulva nyerhet.
(7.7) bal oldalat az tilszerint differencialni kell. Mivel az integrélas differencialas sorrendje ez
esetben felcserélhgtbal oldalt a kbvetkdkeppen irhatjuk:

d d dc dc
— tcdvV=|c—(pdV)+| —p dv=| —p dV 7.12
dt\J:'o(r e icdt(p )+£ at’ { at’ (7.12)

ahol az anyagmegmaradas miaftc%(p V0.
\%

A (7.12) kifejezésben zarojelben kulon kiirtuk éazkp$ rész el§ tagjat, ami az anyag-
megmaradas elve alapjan nullaval eg§enligy, végul a jobb oldalon all6 végeredményrenit
Ez a jobb oldal lesz egyén(7.7) jobb oldalaval, de az idegen test hatas@gsfjuk, hiszen az az
elemi térfogatban nem lehet. A jobb oldalt — a isé&rert médon — térfogati integrélla alakitva is
felirtuk:

J.Epdvz jndA+j 09 dV:j( dit + pg) dV; (7.13)
dt (A v v

\%

Végeredményben, az integralandé flggvények e@gégelbl kovetkeden az alabbi
differencialegyenletet kapjuk:

de_ 1 v+ g; (7.14)
dt p

A (7.14) egyenlet elnevezése a legaltalanosabibers@Navier-Stokesegyenlet. Jelentése — a
feszlltség tenzor eleméitfliggéen — tobbféle lehet. A surlodas targyaldsanal sigsiink majd
erre a kérdésre, itt, azé6ebhoz hasonldan, csak az idedlis folyadék esetéirt Eeller egyenletet
mutatjuk be:

E:—lgrad p+g; (7.15)
dt Yo,
Megjegyzend, hogy a sebesség azonosan nulla valasztasa €a€itB)tbl a hidrostatika alap
differencial-egyenletét kapjuk. Az Euler egyenldl bldalan a teljes vagy totalis gyorsulast

felbonthatjuk a lokalis és a konvektiv gyorsulaszégére. Ezt részletesebben a kinematikaval
foglalkoz6 részben mar bemutattuk. Az egyenletleészen:
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7. A fizika megmaradasi elvei az arandabiin

dc ac

c 1
X =-= :
FTRFT! grad( 2) cxrotc pgrad p+g; (7.16)

Az Euler egyenlet, az impulzus tételhez hasonldamozgasmennyiség megmaradas elvére
epul, és azt fejezi ki, hogy a mozgasmennyiségggiségre & megvaltozasa a kilserck
eredjével egyendt. Ez az idegységre ds mozgasmennyiség valtozas konkrétan, a (7.16) bal
oldalan a teljes, totalis vagy szubsztancidlis gyt@s, ennek felbontasa lathato (7.16) ko&éps
részében. A jobb oldal éltagja az egységnyi tdomegre hatd fellileti, @mi a nyomasvaltozason,
nyomaskulonbségen alapul. A masodik tag diteeek ered téreisségébl szarmazo, szintén
egységnyi tomegre haté térfogati @isszege. Ez, nagyon egysmar a kdzépiskolabdl ismert,
Newton IlI. torvényét jelenti, ami szerinta= F/m" .

Az Euler egyenlet legfontosabb érvényessegi ez, hogy idealis folyadékra vonatkozik.

Az 5. pontban bevezettik a kisdrieder fogalmat, illetve meghataroztuk az oteknezhed
konvektiv gyorsuldsokat — (5.6) és (5.7) kifejez&sszintén ott bevezetett, stacioneritasi feltétel
mellett az Euler egyenlet ériitilletve a normalvektor irdnyaba a kovetékeppen irhato fel:

GC 1 ap . ¢ 16p (7.17)

1 eS - == 1
ae pae * G R pan 4

A (7.17) kifejezés etstagja az érirdt iranyban, masodik tagja a normalvektor iranyatedintf
Euler egyenlet. Az egyenletekben szefem),ésg,az ered téreBsseg érird, illetve normal
irAnyu osszetedije.

Az érin® iranyu gyorsulas gyakran nulla, vagy elhanyagdhbiasonloképpen a téémsiség is
tobbszor elhanyagolhatd. Ebben az esetben az Eglgenlet, a kisér triéderben felirva, a
kovetked, gyakran hasznalt alakban irhato:

——r=—; (7.18)

Az Euler egyenletnek ez az igen egyézémrmaja igen hasznos a nyomas valtozdsanak
megitéléseben, gorbilt aramvonalak esetében. AB)(Mifferencialegyenlet néhany, specialis
feladat megoldasaban is igen hasznosnak bizonyul.

A (7.16) egyenletet — vagyis az Euler egyenletetgy aramlas két pontja kdzott integralva
kapjuk azenergia megmaradaslvére épitl Bernoulli egyenletet:

2 2

f(@yds{c—z}z [ (cxrote) ds+[U]; +jdpp {d ds=0: 7.19)

1 1 1

A Bernoulli egyenlet — a levezetésnek megtaal — egységnyi tomegre vonatkozik. Ezt a
tovabbiakhoz mindig hozza kell érteni. A balolddséetagja a vélasztott két pont kozotti,
gyorsitasra forditanddé munka, vagy a lassulasti@ihsazd munkavégzképesség. A masodik tag
a valasztott pontok kdzotti mozgasi energia kilégbsA harmadik tag a forgatasra forditand6
munka, vagy a forgasbol szarmazo munkatidgmpesség. A negyedik a potencial kilénbség. Az
otodik a nyomasndvekedés ellenében végiandnka, vagy a nyomascsokkenglsbzarmazo
munkaveég# képesséeg. Végll a hatodik tag a nem-potenciatiierek téreéssege ¢, ) ellenében

végzend munka, vagy az abbdl szarmazo munkabégmpesség.
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A Bernoulli egyenlettel kapcsolatban két, nagyontdés érvényességi feltételt kell kiemelni: a
kézeg csak idealis lehet — surlodasos aramlasranta €gyenlet nem alkalmazhaté és a keét,
valasztott pont k6zott nem lehet energia be- valggzetés. Ez utdbbi feltételt jeleniti meg
szamszdren a (7.16) jobb oldalan all6 nulla szam, maskédpgalmazva: e nullanak a fizikai
jelentése az, hogy nem lehet energia be- vagy eligsz(A valasztott két pont kdzott nem lehet
energiaforras, vagy energia-n§8l

Az dsszenyomhato k6zegek dramlasakor az energenkyy aldbbi formajat hasznaljuk:

c? ,
E+cpT =c, T, = all (7.20)

A (7.20) egyenletet — az altalanos gaztorvéngivi# az adiabatikus kitéke («x) vonatkozo
Osszefliggések alapjan atirhatjuk egy masik, gyakaamnalatos formaba:

', K P_ K Py_

= 4 F

— all.
2 k-1p k-1p, (7.21)

mert: ¢, T= %p_pl)?; G=Kk¢ es R ¢ ¢

ezert ¢ T= P __ oK P K—p;
k=1p

PR ¢ (k-1)p

A 14. pontban vezetjik majd be a hangsebess@ier(). A (7.21)-et, figyelembe véve (14.4)-
et a kdvetked formaban is felirhatjuk:
C2 2 2

£+ 28 - % -4 ahol:a= /?=(izentrépikusesetbaan\//( R (7.22)
Vo

2 k-1 k-1

tehat: € =x RT=x2 és A=k RE kDo
p P

Ezek az egyenletek azt mondjadk ki, hogy az (egygetpmeg) kinetikai energidjanak és
entalpiajanak ¢, T) Osszege allandé eés (mondjuk) a tartaly entalpiaggenb. Az egymassal
ekvivalens egyenleteknek érvényességehez — a (Ber@pulli egyenletnél mondott érvényesseégi
feltételeken tal (kalén hangsulyozva, hogy nem {elanergia be- vagy elvezetés) a
potencialvaltozasnak és az oOrvényességgel kaposoltédgnak is vagy nullanak, vagy
elhanyagolhatdan kicsinek kell lenni. Hasonl6képpem lehet jelen nem-potenciélog$tér és az
instacioneritas sem engedheteg.

A mérleg-egyenlet alapjan, @anergia megmaradasielvre épitve a kovetkéz ténylegesen
energia egyenlatek nevezetintegral egyenletvezethei be.

Az energia megmaradasanak vizsgalatanal az eqyis@gmegre vonatkoztatott, teljes energiat
vizsgaljuk, ez az energia a rendezett mozgashainszd kinetikai €s a rendezetled)imozgasbol
szarmazd energia 0sszege. Amwozgasbol szarmaz6 energiat Beknergianak nevezzik. Az
energia-megmaradas felirasakor at ™ extenziv mennyiségigiség fliggvénye az egységnyi
térfogat teljes energiaja:

2
f:p(u+%J= pe; (7.23)

ahol: p - a diriiség;
u - egysegnyi tomeg béienergijja,;
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7. A fizika megmaradasi elvei az arandabiin

c?/2 - egységnyi témeg mozgasi (kinetikai)
energiaja;
e=u+ c2/2 - egységnyi tomeg teljes energiaja.

Az energia megmaradasat is, az eddigiekhez hamonéz id szerinti megvaltozasanak
segitségével vizsgaljuk. Igy a kiinduld egyenletheéfegységre vonatkoztatott energia valtozas,
azaz teljesitmény lesz. dyitott rendszerre vonatkozo kifejezést a (6.10) mérleg egyenletjatap

irhatjuk fel. irjuk az ott példaként szerégbmegaram helyére az energia—éralﬁot e:) ; a jobb
oldalra pedig az itkgységre vonatkoztatott energiaforrasokat kell irni

jp(—+DT ec jdV:j q dv; (7.24)

Vizsgéljuk meg a (7.24) jobb oldalan allo kifejszéami a kilonbdy teljesitmény forrasok
0sszege. Ezek, természetesen, nem csak forraswmhayebk is lehetnek. Energiaforras (nggl
azaz a folyadékra irdnyuld, kidlseljesitmény tobbféle lehet. Ezek részben ékkal, részben a
h6 kulonbo® formaival kapcsolatosak.

Tekintsiik ebszor a mozgasmennyiség valtozas forrasat, a feéidatrfogati eiket. Altalaban
az eB és a sebesség szorzata szolgéltatja a keregesittabnyt. A fellleti diket a feszlltség
tenzor és egy felllet szorzataként kapjuk meg. Gzuk ezt a folyadék sebességével. A
feszlltség tenzor szimmetrikus, ezért a szorzouéikge felcserélhetjik, illetve csoportosithatjuk:

R =[c"(MdA)=[(Mmc)dA = [div(ITc)dv; (7.25)

A

Ezt a tagot, vagy ennek a tagnak egy részét airsdalom "disszipacio"-nak nevezi. A
kovetked tagot, az diterek térefsségenek teljesitményét hasonlé médon irhatjuk fel:

:j(,ogT c) dv; (7.26)

Egy rendszerben, ha létezikrhérséklet kilénbség, akkor létezik-&ram is, ennek altalanos
kifejezése (a $tan tanitasa szerint) a kivalasztott folyadékoéiad "A " fellletre:

Q = j kI dA j kgrad TdA = j diy kgrad 1) dv; (7.27)
ahol: k arovezete5| ténydiz
A hévezetésen tul még tobb hatas is létezik, példahbsugarzas vagy kémiai reakciok

héfejlesztése, delvonasa stb. Jeldljuk a térfogatiforrast altalaban £" -nal. Ezzel a éforrasok
hatédsa:

:js dv; (7.28)

Ezzel felirhatd a nyitott rendszerre vonatkozdargiaeegyenlet integralegyenlet forméban:
j,o a—e+DT (ec) |dv=
RAA!

:I{ div(IIc)+p g c+ div(kgrad'l‘)+£} dv (7.29)
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Az energia egyenlet differencidlegyenlet formabanérs felirAsahoz, a hagyoméanyos alak
levezetése érdekében tekintsibsebr az alabbi kifejezeést:

5(Pe)zp@+ea_/’ - pa_e:M_ea_P; (7.30)
ot ot ot ot ot ot
illetve:
0" (pec)=ed" (pc)+ pOT (&) = pO7( &) =
! ] (7.31)
=0 (pec)-ed" (pc);

ezzel:

p(g—f+ DT(ec)J:a(a[;ehDT (pec)- e{%—f+DT(pc)} ; (7.32)

A (7.32) egyenlet jobb oldalan, a kapcsos zaréjelbppen a folytonossag torvénye all, ami
anyagi forrds-mentes aramlas esetén nulla. Igynem@-megmaradast kifejgznyitott rendszerre
vonatkozo differencidlegyenlet a kdvetkdesz:

% +div(pec)=div(lic)+ pg’ c+div(kgradT)+e ; (7.33)

A (7.29), illetve (7.33) egyenleaib vilagosan kitinik a hbtan és az aramlastan kapcsolata.
Azokban az esetekben, amikor szikség van az eneggianletre, illetve amikor aémérséklet
valtozasa lényeges (pl. 6sszenyomhatdé kozegek asamésetén) mindkét tudomanyterilet
eredményeit figyelembe kell venni.

A perdilet megmaradaslvére épill alap-egyenlethez Ugy jutunk el, ha a mozgasmeégyis
megmaradasara épiil(7.9) egyenlet minden tagjat balrél vektorialismorozzuk r,"-rel (az 1"
az Aaltalunk valasztott koordinata rendszer origbjaz integralasban szerépbpontig tartd
helyvektor):

J'rX(c,ochA):—J'rX(pdA)H S +J'r x(@ dV)—+ (7.34)
(A) (A v

A baloldalon az iflegységre €s perdilet-valtozds talalhatdé — ez a kivalasztokenétzo
feliletben elhelyezkédkozegre hato, erédkilss nyomatékkal egyefil A jobb oldal el tagja a
feluleti ek nyomatéka. A (7.34) egyenlet jobb oldalan, a l&iiek nyomatékdnak
szamitasanal a nyomas mellett,a teljesség kedaesdrlddd efk nyomatéka is helyett kapott
(rxS). Az el$ és masodik tag egyitt a teljes feszlltség-tenzmrizlirhaté. A harmadik tag a
térfogati e6k nyomatéka.

A negyedik tag a kdzeg altal kifejtett, az esatkeglegen testre haté nyomaték — ezt jelzi (a 7.9
egyenletnél leirtakhoz hasonldéan) a negatéyekl A (7.34) kifejezés, hasonléan (7.9)-hez, csak
stacionarius, vagy kvazi-stacionarius aramlasra.iga

A perdilet megmaradas elvére épilnek az o6rvéngletét de ezekkel kilon pontban
foglalkozunk. Hasonl6képpen ide tartozik az 6rvéanszport egyenlet is, ezzel az egyenlettel
azonban e targy keretein belil nem tudunk foglalkoz

Ugyancsak ennek az elvnek a felhasznaldsaval hefide az Euler-turbina egyenlet. Ezt az
egyenletet az aramlastani gépelkddésének vizsgalatanal szokas hasznalni, ezz&irdiam a
19. fejezetben foglalkozunk.
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A megmaradasi elvekre égualapegyenletek megfogalmazasa utan kimondhat@ &ilitas,
amely szerint egy aramlastan feladatban minden raeggasi elvnek teljesilnie kell. Ha ez
megvalosul, akkor a feladat beilleszthatjelenleg altalanosan elfogadott vilagképbe. Hanban
nem teljesilne, akkor ez a jelen aramlastan (fixikadlasunk hatarain tdlra mutaté okoskodassa
lenne: pillanatnyilag nem ismert olyan aramléstglenség, amelyre ne vonatkoznanak a
megmaradasi elveink.

(7.34) felirdsi modjabdl (is) kovetkezik, hogy aergiilet megmaradasra épiektor egyenlet
alternatividja a mozgasmennyiség megmaradasré &piiltén vektor egyenletnek — vagyis egy
feladat megoldasaban céldpem vagy az egyik, vagy a masik alkalmazand6, mezgk az
egyenletek egymassal dsszefliggenek.

A fentiek tudatdban, az aramldstanban gyakrannésak un. ,kinematikailag lehetséges”
aramlasokat: ezekre alapéeh csak a folytonossag torvényének teljesiulésdgt . Példakéent
emlitjuk, hogy olyan sikaramlasokban, amelyek nathéli halmaztdl eltekintve drvénymentesek,
hasznalhaték a komplex potencialok (9. fejezetekEaz aramlasok — megfaleh alkalmazva
6ket — jol hasznélhato, fontos gyakorlati eredméhgekvezetnek. Azonban, meg nem engedett
modon hasznalvéket, sulyos fizikai tévedésekhez is vezethetnek.

7.1 Az aramlastani feladatok — modern — matematikamodellje

Az aramlastani feladatok matematikai modelljét egfeleb megmaradasi elvek alapjan felirt
integrél- vagy differencidlegyenletek és két kieg@segyenlet felhasznalasaval irhatjuk fel.

Tekintstink egy tetgiteges aramlast és szamoljuk 6ssze az ezt leir@figggvaltozokat. Ebben
a kozelitésben szamoljunk (a turbulens sebességlazgsokat is beleértve) a teljes sebességgel.
A flggetlen valtozok: atstiség, a sebesség (harom komponenssel), a nyomas\éaséklet és a
belss energia, vagyis 6sszesen 7 flggetlen valtoz4. Bzekint 7 egyenlet sziikséges és elégséges
a folyadékmozgasok leirdsdhoz. Ezek pedig - dkalala kovetkeik:

folytonosséag torvénye= 1 (skaléar) egyenlet;
mozgasmennyiség megmaradésa 1 vektor egyenlet = 3 (skalar) egyenlet;
energia megmaradasa 1 (skalar) egyenlet;
allapot egyenlet> 1 (skalar) egyenlet;
kapcsolati egyenlet 1 (skalar) egyenlet;

Az allapot egyenlet adtan terlletésl szarmazik, és a vizsgalt folyadék allapotfelgyomas,
hémeérseklet, riseg) kozti kapcsolatot irja le. Az allapot egyeshé&el részletesen astan
jegyzet foglalkozik. Irjuk fel a legegysZdab, altalanos gaztérvényt:

p=p RT; (7.35)

A kapcsolati egyenlet — szintén étén tertletéfl szarmazik — admérséklet és a bélenergia
kozotti kapcsolatot irja le, a legegysi#ay esetben, amikor az allandé térfogaton vettfgy, )

értéke allandé:
u=c, T X (7.36)
A kovetkedkben az aramlastan alap-egyenleteit foglaljuk ds&zeket az egyenleteket a

legaltalanosabb alakjukban irjuk fel — azaz itiyaekap pl. a surlédas is — de erre a felirasra&epp
az altalanossag miatt szukség is van.
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Néhany esetben bemutattuk mar, hogy egy-egy eelyedrt-, illetve nyitott rendszerre is
felirhatd. A kovetkedkben minden differencial-egyenlet mindkét alakjélirffuk, és a nyitott
rendszerre vonatkozo alakainzervativ alaknak nevezzuk.

A konzervativ alak azt hivatott kifejezni, hogy az itt szeréphaltozék me@rzik a
folytonossagukat akkor is, amikor az un. primitiéltezék (pl. nyomas, sebesség stb.)
ugrasszdren valtoznak. Egy fizikai példa: egy I6késhullanetében a Iokéshullamra néérges
sebesség Osszetewgrasszdien valtozik, a mozgasmennyiség megielésszetefje azonban
folytonos marad. Ez részben kifejezi azt, hogy agasmennyiség (pl.gc”) magmarado tipusu
mennyiség, részben azt is kifejezi, hogyidiség-ugras €s a sebesség-ugras egymast kiegyenlit
maodon all eb.

A nem konzervativ alakigazabdl csak azt fejezi ki, hogy ezekben az elgyekben a fent leirt
folytonossag nem (mindig) all fenn. dem konzervativ alaki egyenletek a zart rendszerre felirt
megmaradasi elvekbszarmaztathatok, és bennik a flggetlen valtozgkimitiv’-nek nevezett
valtozék (pl. nyomas, sebesség Osszikesth.). A kovetkedkben rendre felirjuk az egyes
megmaradasi elveknek megfélelifferencialegyenleteket:

Folytonossag:

Konzervativ alak:

Z—f+ div (oc)=0; (7.37)

Nem konzervativ alak:
%—f+pdiv(c) =0; (7.38)

Mozgdsmennyiséqg megmaradasa:

Konzervativ alak:
d(oc,)
ot

+ div(pc c)—pg +00XX+6TYX+OTZX.
X * 9ax o0y 0z

% + div(,o c, c): pg,+ aaf)x(y 660;/” + aaT;y : (7.39)
9 (:;tCZ) + div(p c, c): p4g,+ aaT)x(z + aaT;Z + aaUZzz :
Nem konzervativ alak:

p%—? =pg,+ aaa;x + aar;x + aaT;X;

p % P97 aaT;y ' aaaf ' aaréy; (7.40)
P (:T% “P8:T aa:x(z * aar;z * aaa; /

A mozgasmennyiség megmaradas elvére alapozott letglest részletezve irtuk ki. Ennek
tobb oka van, de a legfontosabb az, hogy a résztétas jobban megmutatja a teljes egyenletet.
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Energia-megmaradas:

Konzervativ alak:

%+ 0" (pec)=div(lic)+ pg’ c+div(kgradT)+¢ ; (7.41)

Nem konzervativ alak:

pi—te:div(rl c)+pg c+div(kgradT)+¢ ; (7.42)

Ezen egyenletek segitségével a folyadékok arami@sgalhaté. Ezek az egyenletek a
napjainkban rohamosan terfednumerikus szamolasi eljaradsok egy lehetségesrataiszerét
képezik. Amennyiben a tényleges sebességek hditlatisebességgel szamolnank, ugy a fenti
rendszer kiegészitedlenne valamely turbulencia modellel. Ezzel résdebben csak a
vonatkoz6 szakirodalom foglalkozik.

Az aramlastani feladatokat leir6, konzervativ dlaklifferencial-egyenleteket szokas
0sszefoglalé modon is felirni. Ennek érdekében ssilebe a kdvetkéavektorokat:

B p ] i pCX ]
pc pcf_O-XX
U=|pc,|; F= PCyCx~ Ty :
pCZCX_TXZ
o p ec kaT co,,—-C,T,—C,T
_,Oe_ x E_x xx Ly bxy T Lzl
| ’OCY | i Iocz ]
pCXCy_TyX pCXCZ_TZX
G = pc.-o, ‘H= pC,C,—T, ;
2
pCZCy_TyZ aT pCZ _O-ZZ
pec, - kg—; -c,1,-C, 0, -C,T, pEec, - ka -c,7,,—¢C, T, —C,0,
_ 0 -
P9
J= Py, ;
Py,
plc,g,+c,9, +c,9,) |

Ezeknek a vektoroknak a segitségével az aramiaakam-egyenleteket — ezek kdzott nem
szerepel az allapot egyenlet és a kapcsolati egtyengen tomor formaban lehet felirni:

0U_,_0F 3G _aH.

= : (7.43)
ot ox 0y 0z
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A (7.43) egyenlet tagjainal a derivalast az egkesiponenseken értelemsizen elvégezve
megkapjuk a folytonossag, a mozgas-mennyiség-meglaar és az energia-megmaradas
megfeleb, konzervativ alaki differenciadlegyenleteit. A (7.43) tehat egy tonabak, ami tobb
tekintetben is segiti a tovabbi munkéat. Léenyegébena numerikus feladatok egyik kiindulasi
pontja. Csak megjegyezzik, hogy az Ujabb angolisddom — meglehésen pongyola médon —
ezt nevezi Navier-Stokes egyenletnek.

A (7.43) altalanos egyenléibegyszetien szarmaztathatok a specialis esetek:
— staciondrius aramlés esetén kimaradliz "
— sikaramlas esetén kimarad plH'";"
— staciondrius sikaramlas esetén kimarad Az's a H";
— sUrlodasos de laminaris aramlas esetén,a&o,, =0,, == p;

— idealis kozeg esetén érvényegg =0, =0,,=— p €s a csusztato feszlltség értekek
azonosan nullak.

A (7.43) egyes tagjait, a fizikai tartalmuk szerzokas elnevezni. igy at)"t fluxus- vagy
ismeretlen-vektornak nevezik, d"t forras-tagnak nevezik és ag" "G" valamint a H" a
konvektiv fluxusnak nevezett tagok. Ez a tomor at@gy segitséget nydjthat a differencial-
egyenletek osztalyba sorolasaban és az egyes tdglajdonsagainak, viselkedésének
vizsgalataban.

Nagyon fontos szem d@t tartani azt, hogy a (7.43) egyenletben, altadaesetben (amikor az
aramlas turbulens is lehet), szamos tovabbi dérigakrepel és a feszlltségek szamitasa,
amennyiben atlag-sebességekkel dolgozunk tovalyeindégteket kovetel.

A (7.43) egyenletl szokas kiindulni akkor is, amikor a megoldandéadatot a tényleges,
fizikai tartomanybdl valamilyen transzformaciovayeszamitasi tartomanyra képezzik le. Ennek
az eljarasnak az azdelye, hogy az eredetileg bonyolult alaki tartomaagyszeil alakra
transzformdljuk, igy a numerikus megoldas szamosblgmaja lényegesen egysrsidik.
Hatranya viszont, hogy a leképezéssel — altalabamegvaltozik a metrika, azaz az (j
tartomanyban a hossz és szogmérés mas lesz, midltbierenciadlegyenletek alakja is jelésen
megvaltozik. A leképezéséitaltalaban megkoveteljik a kdlcsbnos egyértaléget (bijektivitas)
és torekszink arra, hogy az Uj tartomanyban igd&dortogonalis rendszert épitsink fel.

E pont lezardsaként megemlitjuk, hogy napjainkibbt kiprobalt numerikus algoritmust
alakitottak ki, ilyen példaul a SIMPLE (Semi-Imptidlethod for Pressure Linked Equations), a
SIMPLER, a SIMPLEC és a PISO (Pressure Implicihv@plitting of Operators) médszer - ezeket
részletesen a vonatkozo6 szakirodalom tartalmazza.

Mintafeladatok

A megmaradasi elvek igen fontos elméleti alap-&set. Egy aramlastan kurzus esetében
tipikusnak tekinthét az alabbi néhany alapkérdés:

irja fel az impulzus tételt! Fogalmazza meg poatpshogy milyen megmaradasi elvet és
hogyan fejez ki ez az egyenlet! Hatarozza meg nmretg/es tag fizikai jelentését! Melyek
az egyenlet legfontosabb érvényességi feltételei?
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irja fel a mozgasmennyiség megmaradasan alaptiiératicial-egyenletet. Fogalmazza
meg pontosan, hogy milyen megmaradasi elvet ésamofgjez ki ez az egyenlet! Hatarozza
meg minden egyes tag fizikai jelentését! Melyekeagenlet legfontosabb érvényességi
feltételei?

irja fel a folytonossag torvényének differenciglenlet és integralegyenlet alakjat!

Fogalmazza meg pontosan, hogy milyen megmaradasi €és hogyan fejez ki ez az
egyenlet! Hatarozza meg minden egyes tag fizikéenjését! Melyek az egyenletek
legfontosabb érvényességi feltételei? — (.............. még tobb, hasonlo jellédkérdés.)

E a feladatok a konkrét megoldasat kilén nem igtj@k, hiszen a feltett kérdésekre adando

valasz a korabbi anyagban olvashat6 — a felad&gljegb a valasz elemeinek 6sszétgse lehet.
Gyakorlati feladatokat kébb ismertetiink.
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8. Hidrostatika

A folyadékokra, illetve gazokra vonatkozd legegyshb feladat az, amikor, alkalmasan
valasztott koordinata rendszérmézve a kdézeg nyugalomban van. Ekkor hidrostdigkadatrol
beszélunk. A hidrostatika alap differencial egy&dti@z Euler egyenleib (7.15) kaphatjuk, ugy,
hogy a sebességet és a gyorsulast is azonosanakulalasztjuk:

grad p=0g; (8.1)

Ez a differencidlegyenlet hasznos az elméleti o@gfasok megtételében, illetve a valtozo
sirisédi kdzegekre vonatkozo feladatok megoldasaban is.egyenlet a mozgasmennyiség
megmaradas elvén alapul, kozvetlenil azt mondjahkigy az egységnyi térfogatra hato,
nyomasvaltozasbdl illetve térd6l szarmazd ér egyensulyban van. Az altalunk vizsgalt minden
hidrostatika feladatra érvényes.

Képezzik (8.1) mindkét oldalanak rotacidjat:
rot (grad p) =0=(grad p)xg + p(rotg); (8.2)

A (2.8) egyenlet értelmében a baloldal rotacio@llan Amennyiben a (gtség allandd

Ve

jelenti, hogy a sz6ban forgoaeér csak potencialos lehet (3. pont), illetve, hédgndo firisédi
kozeg csak potencidlosééérben lehet nyugalomban.

Tegyuk fel, hogy az étér vagy edterek potencialosak. Integraljuk (8.1) mindkét tédta

2 2
j%ﬂjdu:o (itt:g=-gradu); (8.3)
1 1

Ezzel a hidrostatika alap integral egyenleténakaazalakjat kapjuk, amely valtozdirésédi
ko6zeg esetén alkalmazhato, akkor, hérdseg kifejezhét a nyomas fliggvényeként.

Tegyuk fel, hogy a kdzedidisége allando. Integraljuk ismét (8.1) mindkét dcittal

p=-pU+all. (itt:g=-gradU); (8.4)

Ezzel a hidrostatika integralt alap-egyenletéhgank. Igaz, hogy ez az egyenlet csak a fenti
feltételek esetében alkalmazhatd, de azért az aséam oktatasaban alkalmazott, gyakorlati
feladatok igen nagy részét ennek az egyenletnegitsggével kell és lehet megoldani.

A hidrostatika alapvét jelentisédi teriilet, szamos, erre a terlletre vonatkozo, naegol

feladat talalhatd [7] példatar 11. ,Hidrosztatikelmi fejezetében. A kdvetkékben, bevezét
segitségként két mintafeladatot oldunk meg.

Mintafeladatok

Feladat tekintsik a 8.1 abran lathato, foldi nehézséditéeben elhelyezkdd fliggsleges
gazcg-darabot:
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-

! 20m

i

8.1. abra — Fligg 6leges gazvezeték darab
A cs5 belsejében |&y g4z $riisége o, =0.7kg/ nt . Kivill p, =1.225kg/ n? siiriisédi leved

helyezkedik el. Az ,A” pontban a géaz tGlnyomaS80N/n?. Kérdés, hogy mekkora a gaz
tulnyomasa a ,,B” pontban?

Megallapithatd, hogy ez a feladat allanddtsédi kozegre vonat-kozo, hidrostatika feladat.
Ezért célszdren (8.4) felhasznalasaval oldhaté meg.

A hidrostatika feladatokban élslépésként alkalmas koordinata rendszert kell védas
(rendeljuk a ,z=0" értéket az ,A” pont szintjéhez):

z

| PR—

20 m

’ ri, A
&3

8.2. 4bra — Koordinata rendszer definidlasa

irjuk fel ebben a koordinata rendszerben a nelygesgiér potencialjat:
U=gz;

irjuk fel (8.4)-et a levegye:
p.(z2)=-p . gz+ p,; ( ahol p, alevegnyomasaaz A pontba

irjuk fel (8.4)-et a gazra is:

ps(2)=-ps9z+ R,y ( ahol p, agaznyomasa'az’ A ponik

A feladat feltételeil tudjuk, hogy:
Ps(z=0)= R €s R( Z0)= B ; (8.5)
kilbnbsége p - Q=500 N
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Ezek szerint a gazra vonatkozé egyerdetkivonva a levefre vonatkozé egyenletet, azt
kapjuk, hogy:

(- n(9=-(0s-p) 92( B~ BY: (8.6)

Helyettesitsiik be a megfaledzamértékeket:
ps(20)-p (20 =(1.225 0.yO09.81 20 50D 668nT; (8.7)

A szamitasunk alapjan arra az érdekes és a gwdlranl is igen fontos eredményre jutottunk,
hogy a gaz tulnyomasa a magassag novekedéséveksadueEzt a tényt a gazvezetékek
karbantartasanal péeldaul feltétlentl figyelembezikes

Feladattekintsik a 8.3 4bran lathatd, elhanyagolhatéassggu, forgd edényt:
D/2=08m
(sugar) : P, =10° Pa

mvitott ( py. ty)! 1y = 15
0

p=pip)

R=287 J/kg- fok

@w=1250 1/s gazallando)

A forgo edeny belsejében izotermikusan

retegzodott levego talalhato,

8.3. abra — Nyomasszamitas forgd edény belsejében

Vegyuk észre, hogy az edényhez rogzitett, egydtifeoordinata rendszerben ez hidrostatika
feladat. Ezért, koordinata rendszerként elededz egy, a forgastengedytinduld ,, r ” tengely
felvétele:

I A r

D2

Megoldas vegyluk észre azt, hogy a lényegében nulla magassit a nehézségi@eér hatasa
elhanyagolhat6. Tovabbi fontos informacio az, haggiriiség valtozik (pontosan ezért, a valtozo
siiriséggel tortéh szamolas miatt valasztottuk ezt a bemutatd fetdjanéghozza ez a valtozas
izotermikus, vagyis aiistiség csak a nyomas fiiggvénye!

Vélasszuk a fentiekben mar meghatarozott egyitiifokoordinata rendszert. Ebben a
rendszerben a potencial és teljes differencialja:

I,.2

U(I’):— CL)Z; illetve dU:d—Udr:—ra)zdr; (8.8)
2 dr

Véalasszuk a megoldashoz (8.3)-at, ((8.1) poteosi@bterek és valtozoisiiség esetében
ervenyes, integralt alakjat):
2 dp 2
[=+[du=0; (8.9)
1

1
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8.Hidrostatika

A fenti egyenlet alkalmazasahoz szikségdsiegs8g, mint a nyomas fuggvénye:

PoRresh= prmt=Pl
P Po P PP
ST (8.10)

= 01.21kg m;
RT, 287(188

es P, =

Helyettesitstik be (8.9)-be (8.10) megiéladszét:

Pa

D/2 2
&J.@— J£ rafdr=0 = &In(&]:—(D/Z) wz; (8.11)
Pop P 0 Po Po 2

Innen a keresett nyomas mar kifejeshet

2
Pa= R exp{&—( b/2) a;} =10 ex;Ell'cszlDo'g D21256j = (8.12)

0

[04.24(10 Pa;

A végeredmény azt (is) mutatja, hogy a centrifisgél6térben meglehésen nagy nyomas-
novekedeés érhétkel, ennek a ténynek a gyakorlati jelésége nagy (pl. ultra-cetrifugaiikbdeése).

Az aramlastan feladatok megoldasanal szamtalamwdtatika részfeladat forduléglezekre a
részfeladatokra altalaban, a feladatmegoldas sémd@mes odafigyelni és tudatositani, hogy pl.
egy ,U” csOves manométer altal mutatott nyomas ratgbzasakor — esetleg — hidrostatika
feladatot oldunk meg.

A példatarakban sok, hidrostatika feladat taldhgdvasoljuk példaul a [7] 11. fejezetében
talalhat6 feladatainak megoldasat.
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9. Komplex potencialok

A korabbiakban mar ramutattunk a skalar potentdétzésének szikséges és elégséges
feltételére. Ez az allanddirsisédi kozeg sebességével kapcsolatbatalld aramlasra a kbvetkéz
modon fogalmazhaté meg:

O ¢=¢(r): c=gradg - rotc=0; (9.1)

Vagyis, ha a sebességtér rotaciéja — nullmértédmaztol eltekintve — azonosan nulla, akkor
talalhatunk olyan skalar-vektor fliggvényt, amelyreksebesség a gradiense. A nullmédrtek
halmaz — példaul sikaramlas esetén — nulla tetijldnt, vagyis a sebesség rotacioja legfeljebb
nulla tertlett vonalakon lehet nullatél kilonbézEz a megjegyzés a szingularitasok bevezetése és
alkalmazasa miatt fontos.

A folytonossag torvényének (7.4) szerinti, allargidisédi kozegre vonatkoztatott alakjabal,
egyszeii szamolassal kovetkezik:

divc=0 = div(gradg)=0 = Ap=0; (9.2)

(9.2) a sebességi potencial meghatarozasara akalmasodrerid linearis, elliptikus tipusu
parcidlis differencial-egyenlet. Még ebben a legzgyibb alakjaban is rendkivili a jeléstge.
Szamos elméleti és numerikus feladat hozhato eredakra. A (9.2) Laplace egyenlet megoldasa
a sebességi potencidl, a sebesség e potenciabekwijalis vonalaira méleges. E mdilegesség
legfeljebb a szingularis pontokban nem teljesdl.

Id6allo, allandé 8riisédi kozegek sikdramlasak esetében bevezethetjik az aramfliggvényt is
(@ =w(xy)). Az aramflggvény szintvonalai az aramvonalak, yelel érini a sebesség

vektorokkal parhuzamosak. Emiatt a sebesség émadigggvény-ivelem vektori szorzata nulla:
cxds=0 = cdy- ¢ dx=0; (9.3)

Definialjuk a sebesség 0sszdtket az alabbi modon és tekintsik a sebességtéarid@aak a
sikra mebleges Osszetéjét (legyen a sikra mélleges a z’ tengely):

Cx :a_l'”; cC = —a_l// ezzel (94)
oy Y oX
dc, dc, __(6240 jwj

rotc| = =
g ox 0dy X oy

= —A(/j’

(9.4) csak sikaramlasra érvényes ugyan, de ebbesedben megengedbetullatdl kilonb6s
orvényesség is. (9.4) peldaul az orvénytranszpgyemettel egyitt sokféle feladat numerikus
megoldasara alkalmas.

Tekintsilk most az dsszenyomhatatlan kézeg orvéntgae idalld sikaramlasait. Ekkor a
sebességi potencial és az aramfiiggvény komplexgati kapcsolhatd 6ssze:
w=w(z)=¢(x Y+ ig(xy; ahol = x i (9.5)
A komplex potencialok szerepe a klasszikus és mmodleamlastanban egyarant jetenta XX.

szazad eleji elselterjedést napjainkban, egyes numerikus modsierekalé alkalmazas miatti
fellendilés koveti.
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Vizsgéljuk meg a sebesség kiszamitasanak moédiaisebesség komplex konjugaltjat
komplex potencial derivalasaval kapjuk meg. Ezeawvdltat — a komplex fuggvenyek elméleitb
ismert modon, haromféleképpen is szamithatjuk:

azaz: (9.6)

_ 0¢ 0y __.0¢ 0y
18T ax ax ay oy’

Ennek az egyenletnek az alapjan felirhatok a Ga®emann féle parcialis differenciél-
egyenletek:

9¢ _ oy

ox 0y |. (9.7)
99 _ _oy|’

oy d X

Ezek a parcialis differencial-egyenletek azok, lyie alapjan két — a megfetefeltételeknek
eleget teé — flggvény harmonikus tarsnak régithet, illetve e fliggvények ilyen modon
rendelhetk egymashoz. E két flggvény — esetliinkben az elespdilis vonalak és az
aramvonalak az x-y” sikon ortogonalis halot alkotnak. (Erre példah&s 9.2 abra).

A c, allando sebességikaramlas komplex potencialja:
w=C_Cz; (9.8)

A (9.6) kifejezés alkalmazaséaval kbnnyen belathhtiy (9.8) tényleg a mondott sikaramlas
komplex potencialja.

A kovetkedkben az un. szingularitdsok segitségével vezetgia borras-nyél (Q), az 6rvény
(") és a dipdlusNl) komplex potencidljat. Ezek rendre a kovetkez

W—glnz; w= iLInz és V\FM; (9.9
2T 21T z

A forras komplex potencialjanak valos része a s&bgi potencial, a képzetes része pedig az
aramflggvény:

W=@+iy = Qﬂlnz ZQIT(Inr+iz9); itt: z=ré?;

vagyis:

g=al.=—Inr = r =all. (orig6 kozéppontu korok €

W =All. —2Qz9 = g =all. (origébol indul6 egyenesek

A 9.1. abran a forras vagy nyedramvonalai az origdébdl kiinduldé vagy oda befugyenesek,
az ekvipotencidlis vonalak pedig koncentrikus korék origoé szingularis pont, ahol végtelen sok
aramvonal metszi egymast — a szingularis pont fdex@s, ha onnan kifele aramlik a kdzeg
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(Q>0) és nyed, ha befele aramlik a koze®@(< 0). A ,, Q" egyébkeént éppen a forras, vagy riyel
kibocsatott vagy elnyelt térfogat-arama.

9.1. 4bra — Forrés, vagy nyel 6 aram- és 9.2. dbra — Potencialos orvény aram- és
sebességi potenciél vonalai sebességi potencial vonalai

Az orvény komplex potencidlja és a forras komppexencidlja kozott a kulonbség a képzetes
egységgel valé szorzas, illetve, hogy a jellémzennyiséget Q" helyett , I "—val jeldljik, és
cirkulaciénak nevezzik. A potencidl, illetve azréfaggvény (ezeket a 9.2. abran tuntettik fel):

. T r .
w=g@g+igy=i—Inz=—-_ilnr -F);
priy 2 27T( )
vagyis, a potencialos érvény esetéeben:

p=all.= —ZL& — 9=all. (origobol indul6 egyenesek
Vi
W= a||.=2L|nr — r=all. (origé kizéppontd korok
7T

A cirkulaciot a (2.13) egyenlettel definialtuk. &gran keletkezik jol megfigyelh@tcirkulacio
vagy oOrvény folyovizekben, példaul hidpillérek vagyedlapatok utan, esetleg a vizbe nyudld
akadalyok utan. Orvény kéfitik a szarnyashajok szarny, vagy a régépszarnyak koril is. Az
ilyen esetekben a kialakuld, valésagos aramképentfsen befolyasolja a kézeg (vagy masik
oldalrdl a jarni) egyenletes haladasi sebessége. A szarnyprofddkilkdramlasrol a 18. pontban
részletesebben is szélunk.

Osszegezzik a sikaramlas és a dipolus komplexgiélit, legyen a sikaramlas sebessége a
valés tengellyel parhuzamos (ehat valés szam):

w(2) = cz+%; (9.10)

Ezzel egy henger koérlli aramlas komplex poter@idkapjuk. Ezt igazolando irjuk fel
részletesen (9.10)-et:

w(2z) = cr(cosgd+i sin9)+¥( cog—i sif);

Innen ay =0 aramvonal egyenlete:

w(r.9)= (c r —%) sind=0= az R= ‘/% sugart kor valéban a nulla aramvor.
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Szamitsuk ki a sebesség eloszlast ezen az aralomona

2
w)=d #8| = =94%- (- R, 9.11)
z dz 7
Egyszeti szamolassal belathatd, hogy a sebesség abszéke ézen az aramvonalon:
¢, (9)|=|2csing); (9.12)

A Bernoulli egyenlet felhasznalasaval — hiszerélidefolyadék stacionarius aramlasarol van
sz0 — szamithaté a nyomas-ténjez

2
p=P" B -1 [ G| =1-4sif9;
p gcz (Cj sirf 9; (9.13)

A henger korlli nyomaseloszlast abréazoltuk is endan, mivel ez a nyomas-eloszlas a
surlédasos aramlasok esetében is nagyon fontasi€lses, azért az abra a 18. fejezetben talalhaté
(18.1 abra).

Mintafeladat

Feladat Milyen aramlast ir le av= Z komplex potencial? Az egyenletilk alapjan véazolja az
aramvonalakat és az ekvipotencialis vonalak@kax<1és0< y< 1tartomanyon! Bizonyitsa be:
egy-egy aramvonal mentén a nyomas @z x, 45’ —osegyenessel vald metszés-pontban a
legnagyobb!

Megoldas A komplex potencialok — a kordbbiakban mondottaktelmében —
0sszenyomhatatlan kézegomken &llandod, sikdramlédséat irjdk le. Hatdrozzuk raefonkrétan
vizsgalando komplex potencial valos és képzetaetés

w=Z=g+ip=(x+iy) =(X- )+ 2xy; (9.14)
azaz:
p=x-y* és Y=2x,

Ezek szerint g = all. az ekvipotencialis vonalak, ¢ = all. pedig az aramvonalak egyenlete.

Az egyenleteknek megfeteborbék 9.3 dbran lathatok. Az ekvipotencidlis akdolytonosak, az
aramvonalak pedig (kék) szaggatott vonalak. Az ré@bréatszik, hogy ez a két gorbe-sereg
ortogonalis halét feszit ki, azaz egy-egy aramvasakkvipotencialis vonal metszéspontjaban az
egyes gorbék ériit egymasra meétegesek.

Nem jeloltik kulon, de belathatd, hogy a két kawéth tengely éppen g =0 aramvonal.
Vagyis ez egy 90 fokos ,sarok”-ban kialakulé arasritépe.

Hatarozzuk meg az &ramvonalak mentén kialakuldldsiranyat:

=%=_0_(//_

=-2 X
oy 0 X y
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9.3. abra — Aramvonalak és ekvipotencialis vonalak

A 9.3. abran — kis nyilakkal — be is jel6ltik aamlas iranyat. A nyilak csak a sebesség iranyat
jelzik, a sebesség nagysaga a fenti képlélekzamithatd. Az origbban példaul a sebesség
mindkét 0sszetdyje nulla — vagyis ott az erédebesség nulla.

A 9.3. abran — példaként — bejeldltik az ,A” pdntd kérdés masodik része szerint ugyanis
bizonyitandd, hogy példaul az adott aramvonal mreatéyomas az ,A” pontban a legnagyobb.
Ehhez fel kell hasznalni a ki#shiekben részletesebben is sorra Keméernoulli egyenlet (12.
fejezet) fizikai mondanival6jat — ami szerint a mds a sebesség (négyzetének) cstkkenésével

novekszik, hacsak a Bernoulli egyenlet dsszes tébdinyomason és sebességen kivili — tagjat
azonosan nullanak valaszthatjuk.

Ezek szerint azt kell bizonyitani, hogy a példakéhintett aramvonalon a sebesség éppen az
»A” pontban a legkisebb. Szamitsuk ki a komplexepaialbdl a sebességet, illetve annak abszolut
ertékét:

dw

6:—2222 = [¢=2r (hacsakz— rié); (9.15)

Mivel pedig a példa-aramvonalon az origbhoz éppenA” pont van a legkozelebb, azért a
sebesség ott a legkisebb és a fentiek értelmébepomas ott a legnagyobb. Az aramvonal
valasztas tetsteges volt — barmely masik aramvonalra is igazttaHéanti okfejtés. Ezek szerint a
bizonyitand¢ allitast sikerult igazolni.

Tovabbi, egyes esetekben e tantargy vizsgakovetsleit jelenisen meghaladd, de ehhez a

témakorhoz illeszked gyakorlati feladatok talalhatok [7] példatar 19Surlédasmentes
sikaramlas” cira fejezetében.

53



Ldrvényes aramlasok

10. Orvényes aramlasok

Ebben a fejezetben olyan aramlasokkal foglakozomtyekben az érvényesség (a sebességtér
rotacidja) — legaldbb helyenként — zérustdl kulcrikd Az Orvényes aramlasok gyakorlati
jelentbsége igen nagy — elegéndatsak arra gondolni, hogy az un. ,dinamikus felbegt”
létrejotte méasik oldalrdl nézve (hordozonak nevig@zet/ény megjelenését jelenti.

A cirkulaciot (I :<ﬁ cds) mar korabban (2.13 egyenlet) definidltuk. A cléai6t elvileg

ugyan a Stokes tétel szerint a sebességtér rahoidis szamolhatnank — e jegyzetben azonban
csak olyan cirkulaciéval vagy mas néven orvénngegldlkozunk, amely esetében a sebességtér
rotacioja a végtelenhez tart, mikdzben a felilletelgen integralunk, tart a nullahoz. igy kapunk
egy orvény-szalat, amelynek cirkulacidjas az atméje nulla.

A gyakorlatban is nagyon fontos az olyan orvéngksmelyhez sebességi potencialt tudunk
rendelni. Végezzik a szamitast sikaramlas esetpn,, e-F" polar koordinita rendszerben.
Ebben a koordinata rendszerben a sebesség rotaid@avetkedképpen szamithato ((2.16)
mésodik sora szerint, feltéve, hogy a sebességrisimal 0sszetaijére teljesil adc, /0g=0

Osszefliggés):

rotc| :E+% (vagyis az aramlas hengerszimmetrjkus (10.1)
o r

Tegyuk fel, hogy ez a rotacié azonosan nulla, ak&®d) integralasaval a kovetkigzkapjuk:

—-—+—=0 = —=-— = Cc=—=—=X: (102)

Kdnnyen belathatd, hogy a (10.2) szerinti sebessé&®.9) kifejezésben definidlt 6rvény
komplex potencialjabdl szamithaté sebesség absgolékével azonos. Az ilyen, ,potencialos”
orvény kordl kialakuld aramképet a 9.2. abran tifikefel.

A 10.1. dbran — kitekintésként — egy val6sago®iiyvsebesség eloszlasat tintettik fel. Az
orvény az ,r = 0” helyen talalhaté és sebességzkiea az drvény-magon kivil j6 kdzelitéssel
azonos a potencialos 6rvény sebességeloszlasaval.

c ( r ) viszkozus réteg,
ahol vot(rote) = 0

/ drveny — r

g A . g E L
L kéizel idedlis drvény

10.1. abra — Valésagos 6rvény sebesség eloszlasa

Az Orvény-mag lényegében két részre oszthato,lsb Ibész merev testsZ@m forog, ehhez
csatlakozik az az atmeneti rész, amelyben a viseelents szerepet jatszik. A valdsagos
orvéenyek dregszenek — adithulasaval a mag sugarg § névekszik, kozben pedig a legnagyobb
sebesség értéke csokken.
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A surlédasos aramlasok vizsgalatanal megmutatjajininogy a sarlédés szerepe éppen az un.
,ViszkOzus réteg”-ben jeleés, ezen kivil [ényegében elhanyagolhato.

A kovetkedkben (idealis) potencialos 6rvényekkel foglalkozuWkzsgaljuk meg €lszér egy
orvény (cirkulacid) idbeli valtozasat:

d—rziqs cds; (10.3)

A differencialast és az integralast felcserélitetvie az Euler egyenletet beirva kapjuk:
d dc ds gradp
—@¢cds=¢p —dstp c—=¢|———-+ g/ dss¢p cd (10.4)
i ots= Grasrg =g (-5 o v

A fenti kifejezés jobb oldalan lévelss tag, allandd &tiség esetén akkor nulla, ha a
térelbsségnek d) van potencialja. A jobb oldal masodik tagjarégtd@n lathatd, hogy az nulla.
Ezzel a kovetkezeredményre jutunk:

9T -0, illetve: ¢ c'ds= allande; (10.5)
dt

A (10.5) Thomson (lord Kelvin) tétele; kimondja, hogy a cirkulacié értéke — idga
0sszenyomhatatlan kdzeg esetén — egy zart, folyekonal mentén az &ol fuggetlen. Kelvin
tételéldl levonhatd szamos kdvetkeztetés kdzil az egyikotggsabb az, hogy a nyugvo térb
ered, idedalis aramlas drvénymentes, azaz potencialoadna

Amennyiben a kozegusisége barotrop modon valtozhat (ez fontos a met@gididan, a
repllésben és mas, valtozorisédi aramlasok esetén), akkor a Bjerkness féle orvétejtt
kapjuk:

dar grad p dp
— == ———ds=—-¢p —; 10.6
TR 5 ¢ 5 (10.6)

Helmholtz 6rvény-tételeit a 10.2 abran lathatd orvéidybéslhasznélasaval vezetjik be. Az
orvényc$ hasonlé az draméBoz, csak aramvonal helyett 6rvényvonaledt¢ xds = 0) alkotjak.

A,

‘ 2
rotc

10.2. &bra — Orvénycs 6

Vektoranalitikai azonossag, hogyiv(rotc)=0, ezért ennek a mennyiségnek az orvédycs
térfogatara vett integralja is nulla. A Gauss-Qaptadszkij tételt alkalmazva irhato, hogy:

jdiv(rotc) dv = jrotchA =0;
\Y A
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Ezért:

J-rotchA:I'lésJ-rotchA:I'2 = [,+I,=0; (10.7)

A Az

.
mert j rotc dA =0

A-A- A,

Kimondhato tehéat, hogy a cirkulacio abszolut &tékegy orvénycéskét, érvényvonalakkal
nem parhuzamos metszetében — azonosolBtivetkezik, hogy egy orvényések a kbzegen
belil nem lehet vége: az orvéngcsagy dnmagaba zarddik, vagy a kdzeg hataraig #art.
zarodasra példa a természetben gyakran kialakwéngr gyiri. A ,hatarig tart” eset jol
megfigyelhed viz aramlasakor: az ott keletkezorvények ,vége” a viz felszinén ol
megfigyelhed.

Helmholtz masik érvény tételének tobb megfogalreadémert:
- az 6rvénycsovek egyuttal aramcsovek is;
- az Orvényesség a részecskékheddikt(egy orvény azonos részecskékall);
- két orvényfelilet metszesekend@lo 6rvényvonal azonos részecskélkdll.

A gyakorlati alkalmazasok szempontjab6l nagyontdsnegy-egy Orvény-szall'() altal,
valamely ,P” pontban indukalt sebesség )(szamitasa. Ez a Biot-Savart torvény alapjan

lehetséges:

_ T
i_4__£

(10.8)

&
rdd

10.3. dbra — Egyenes 6rvényszal altal indukalt sebe  sség

Tegyuk fel — az egysziség kedvéért — hogy az oOrvény éppen ax ', tengely mentén
helyezkedik el. Ebben az esetben a ,P” pontban tkettdukalt sebességet (10.3 abra) az alabbi
maodon szamithatjuk:

ol = - r “]frsin¢(rd¢/sin¢)_
2T 4nm ;. re -

_ r ¢2%

= 4nj ; de: r= /sing; ezzel
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r

#, r
cl,= - jsin¢d¢ = -
#1

4mr,

[cosp Zj

4rrr,

Vegeredményben, a minusz végtade(y , = 0) plusz végtelenigg , = 180) terjed integral
ertéke:

r r
1o _ -1 = : 10.9
g 477ro[ -1 27, (109)

Ugyanerre az eredményre jutottunk az (9.9)-cet tiavény komplex potencialja alapjan és a
potencialos 6rvény (10.2)-ban megfogalmazott esetébz célszéen ugy képzelhétel, hogy a
sikaramlas — amelyet a potencialos 6rvény bevermsbéskikotottink — altalaban nem egy
kétméreth tartomanyban (sikon) jon Iétre, hanem azt jeldmdgy a széban forgd sikra mikges
irAnyban semmi sem valtozik. Azaz az aramlas olyarommérdt aramlas, amelyben minden
sikmetszetben azonos aramkép alakul Ki.

A (10.8)-cal adott indukalt-sebesség szamitasietbsg ebfordul szinte minden, az
orvényesség felhasznélasan alapuld numerikus tbladaSzamos szakmunkaban foglalkoznak
ennek az integralnak a zart alaku vagy numerikssaknitasi lehéségeivel. Megjegyzerdd hogy
(10.8) egyaltalan nem csak sikaramlasokra vondtkaagitségével bonyolult, d8en valtozo,
térbeli aramlasok is vizsgalhatok.

Mintafeladat

Az orvényes aramlasok gyakorlati alkalmazésa iggkszéleskdis azonban ezek a feladatok
altalaban jelerisen magasabb szintet képviselnek, mint az e tanggieghatarozott szint. Ezért
bemutatunk ugyan egy gyakorlati feladatot, de enmakgolddsaban szamos, jetent
egyszeiisitést vezetiink be!

tereld lapatok, kilépd szog - 45°

c,=035m/s l

D =40 mm Mekkora a kilépo
d=10mm bt 5 snd Ll
osszetevoje?

10.4. — abra Flvéka modell

Feladat a 10.4 abran egy favoka modellje lathatd. Allaraidisédi (6sszenyomhatatlan)
kdzeg erkezikc, sebességgel, majd ezt az aramlast adtémphitok ugy valtoztatjak meg, hogy az
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axidlis sebesség allandésaga mellett az axidlissséggel egyehl(a 45 miatt) tangencidlis
sebesség is létrejon. A kbzeg a fal mellett, elhgonihato vastagsagu rétegben aramlik tovabb. A
feladat a kilép sugar radialis sebességének meghatarozasa!

Megoldds A radialis sebesség a tefel lapatok utdn egyefl az axialis
sebességget;, =0.5ny s. Ez a folytonossag torvény@tkovetkezik.

CEREDc’i
Crr

C

BELEPES

\t@
AN

B

KILEPES

TERELOLAPAT-SOR

10.5. abra. — Aramlas a terel élapatokon keresztill

A 10.5. abran egy, sikba fejtett télapat sor lathat6. Lathat, hogy, a tengelyiranyararhlasi
keresztmetszet nem valtozik. A kdzeg 6sszenyonihatatehat a tengelyiranyl sebesség)(
allando marad. Az allo te#apat-sor ugyanakkor megvaltoztatja azéesebesség iranyat. A 45
fokos szogbl kovetkezik, hogy a tengelyirAnyl és a radialibesség Osszetéwegyend lesz,
vagyis a ¢, =0.5ny s dllitds tényleg igaz. (Az erédsebesség novekedése természetesen

nyomascsokkenést okoz — vigyazni kell arra, hogg egomascstkkenés ne legyen tal nagy — pl.
ne csobkkenjen a kbézeg nyomasa az aduttérsékleten vett telitésbgnyomas ala.)

A kozeglBl kialakuldo aramac$ egyuttal 6rvényds is, hiszen a terélapatok miatt kialakuld
rotacié (6rvényesség) mindenitt parhuzamos a séfpgsis Helmholtz tétele szerint a cirkulacio
abszolut értéke — egy orvénydeét, orvényvonalakkal nem parhuzamos metszetélagoros.

Szamitsuk ki a cirkulaciot a teéépatok utani keresztmetszetben (a feladat kiil@san
megfeleben hanyagoljuk el a sugar vastagsagat):

M, =¢c’ ds=(7D)c, = 77(D.0470.5= 0.0628r7/s; (10.10)

Helmholtz tétele szerint (vagy ami lényegében agpa perdilet megmaradas elve alapjan) a
cirkulacié abszolut értéke ugyanekkora lesz a Kildgeresztmetszetben is, azaz a sugar
vastagsagatol ismét eltekintve:

M, =0.0628m"/s=(md) ¢, =T, ;

10.11
azaz = g =12=00628_, (10.11)

A megoldasbdl lathatd, hogy a megforgatott kozadjalis sebesség-0sszeigy a csokkeh
atmep felé haladva névekszik. A gyakorlatban a feladatBesokkal nagyobb atmércsokkenést
is megvaldsitanak — egy ilyen geometria szamitagmbkmn a jelen szinten athidalhatatlan
nehézségekre vezetett volna és adott esetben adsymnonyok figyelemmel kisérésksem
szabad eltekinteni.

Az orvénytételekkel kapcsolatos feladatok taldkaf7] 14. ,Orvénytételek” c. fejezetében.
Vigyazat: e feladatok némelyike meghaladja jeleni&agy vizsgakovetelményeit
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11. Az impulzus tétel alkalmazasa

A mozgasmennyiség megmaradasara&plimpulzus tétel’-nek nevezett vektor egyenletet a
7. pontban vezettik be. A leggyakrabban haszndljatla (7.9) illetve a (7.10) kifejezés irja le.
Fontossaga és Osszetettsége miatt - segitségkééihany példa feladatot oldunk meg. Ezek
tulajdonképpen Mintafeladat™ok, kiemelt fontossdguk miatt azonban kulon fejezetben
szerepelnek.

Az el feladatbanbevezetésként egy, igazan egyszprobléma megoldasat vizsgaljuk. A
megoldasban felhasznaljuk a folytonossag torvéagét nagyon egyseszinten — a Bernoulli
egyenletet is; aéfeszkdz azonban az ,impulzus tétel-nek nevezegeerigt (7.10) egyszeér de
igen gyakran hasznalt alakja.

P=F
10m/ s

11.1. &bra — Szilard lapot ér 6 vizsugéar

A feladat mekkora eft fejt ki a 11.1 abran lathaté vizsugar az utjaléat lapra?
Mivel az et vektor mennyiség, tehat a nagysagat és az iréyaeg kell hatarozni!

Az abrardl az is megallapithatd, hogy a téseég (pl. sulyé) értéke nulla, illetve, hogy
minden sugar un. szabad sugar, ezért bennik addetiynyomas uralkodik.

Minden, ilyen feladat megoldasat harom, elengestlest I€épéssel kell kezdeni:

— ellervrzé fellletet kell valasztani (11.2 abra, szaggatottallal jel6lt, egyszeresen
Osszefug§, zart felllet, tigyelni kell arra, hogy ha lehddkar a felllet legyen méleges
az athalado6 kdzeg sebességére); tgyelni kell t@vabia is, hogy az ,idegen test” vagy
teljes egészében a felillet belsejében legyen, eggditalan ne legyen benn;

— ki kell jel6lni a be- és kilépési pontokat (itt 4z2 és 3-as pont);

— koordinata rendszert kell valasztani (itt az >egdszert valasztottuk; nagyon fontos, hogy
a koordinata rendszer alkalmas legyen — vagyiszKedjen a feladathoz).

B el
| |

I1 :@777 i‘ X
| |
L__ o)

11.2. abra — Ellen 6rz 6 feliilet és koordinata rendszer kijel6lése
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Annak alapjan, hogy a nyomas mindharom (szabad#arban azonos, tovabba mert nincs
helyzeti energiavaltozas és munkavégzés, vagy enéyezetés sincs, kimondhatd, hogy a
sebesség abszolut értéke mindharom sugarban, az@msegy nagyon fontos, gyakratfeldulo
megfontolas. Ez az energia megmaradas élMé&ivetkezik, illetve ez a Bernoulli egyenlet igen
egyszeii alkalmazasa. A sebesség egyébkent a fellilet messidnvaltozik; atlagsebessegként
tekintjuk. A sebesség vektor abszolut érteke (azalt érték jelének elhagyasaval) egysear
irhato:

¢=C=g=c=10m ¢ (11.1)

Az atlagos sebesség abszolut értékének azonosséagalfolytonossag torvénye alapjan
kovetkezik, hogy a 11.1 abran (vagy a 11.2 abréliglé és lefele haladd kdzeg atlépési felllete
egyenb és éppen a belékeresztmeszet felével egyénVagyis a belép tomegaram ket egyehl
részre oszlik, az egyik rész-aram felfele, a miide hagyja el az ellénzé feluletet.

A kdnnyebb attekinthéség miatt megismeételjik a (7.10) egyenletet:
IcchdA:—j pdA+jpng—T; (7.10)
(A) (A v

Szamitsuk ki ennek az egyenletnek a tagjait. Kdzdiz idbegységre € mozgasmennyiség-
valtozast jelerit bal oldallal. Ez azA” zart fellletre vett integral — de, minthogy kdaeam csak
harom, meghatarozott helyen van és, raadasul as@patlagsebesség lévén nem valtozik, azért a
kovetkedkeppen szamolhatunk:

_pczp}sE 0
J'c,ochA:i1+I'2+I'3: 0 |+ pPAL 2|+
(A) 0 0
0 (11.2)
+ _pCZABE/Z ;
0

A (11.2)-®l is jol latszik, hogy (7.10) vektor egyenlet. Adwdinata rendszer valasztasanak
megfeleben X' lesz az ,érdekes” irdny, azy, iranyban azonosan nulla ddgységre €5
mozgasmennyiség valtozast kapunk ég’arannyal — a két-dimenziosnak tekintbdeladat miatt
— egyaltalan nem szamolunk.

Fontos leszbgezni, hogy at”,vektorok mindegyikének az &kle — mivel vektor €itt az
eléjelnek mindig fizikai tartalma van — pozitiv. A ek komponensek, a kiszamitasnak
megfeleben lehetnek akar pozitivak, akar negativak is, raszehogy az integral kiszamitasa
milyen ebjelre vezet. A szamolast megkonryitegyszeil szabalyként kimondhaté, hogy az
idéegységre €ésmozgasmennyiség valtozas vektorok mindig a sepesggenesén fekszenek és
az ellerdrzo fellletksl kifele mutatnak (11.2 abra).

A jobb oldal el$ tagjardl belathatd, hogy az nulla, mivel az elled feltilet minden pontjaban
azonos a Nnyomas:

I pdA:j p,dA = poj dA =0, mert IdA =0; (11.3)
(A) (A (A (A

A jobb oldal mésodik tagja ismét nulla, mivel daftat leirdsanal kikotottik, hogy az efed
téresség nulla:
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jpgdv =0, mert g=0; (11.4)
\%

Ezek szerint a (7.10) egyenlétizsak a bal oldal, illetve a jobb oldal utolséjsagarad meg:

L+l =T

—pc” Ay 0 0 T
0 |+ pCPA 2]+ -pl A 12|=-| T |; (11.5)
0 0 0 T

z

A ,T" a testre hatd érvektor, amit a feladat szerint ki kellett szamitdte (11.5) alapjan mar
egyszeiien megtehét(az eét a baloldalra hozva és dz+1 , =0 -t felhasznalva) irhato:

T, 0C A 1000116 0.0 100

= 0 = 0 = 0 [,
0 0 0 (11.6)
azaz 1=1000 N;

T=|T,
TZ

Vagyis arra az eredmenyre jutottunk, hogy a telsaté eé egyetlen, x” irany komponense
nem nulla, a masik két dsszetawilla. A testre hat6é érhatasvonala azx, tengely. (Altalanosabb
esetben ezzel a tengellyel parhuzamos.)

(11.6)-bdl az is kidertl, hogy, pozitiv, ami azt jelenti, hogy a keresetb éisszete§ a pozitiv

,X' tengely iranyaba mutat. Ennek alapjan pedig &iphed, hogy a testre hato ceiis (mivel a
masik két komponense nulla) a pozitk’ tengely irAnyaba mutat-t ).

A feladat megoldasa alapjan levonhat6 az a tagubsai szerint (7.10) vektor egyenlet, del
ebben a feladatban azéevektort fejeztik ki, illetve hataroztuk meg. Vagynincsen szikseg
semmiféle dizetes ef-felvételre — egyszéen meg kell oldani a megfetekbgyenletet, amill az
eredmeény — jelen esetben egy vektor mennyiség; déeh@gysag és az irany — kiadodik.

11.1 Szélcsatorna modell vizsgéalata

A masodik feladdtan a teljesség kedvéeért a sarlodas hatasat igaljzk (vigyazat: ez,
megfeleb atfogalmazas estén ki is hagyhato a feladatbdéytez alabbi alapegyenlétbndulunk
ki:

[cocdA=[pgdV~ [ pdA+S-T; (11.7)
(A) v (A

A (11.7) egyenlet (amely a (7.9)-cel azonos ésséajos kdzeg stacionarius, legfeljebb kvazi-
stacionarius aramlasara alkalmazhat6) szamos fetaelgoldasaban kap fontos szerepet. Ebben az
elbadas vazlatban — mivel ez egy nagyon fontos tertilety tovabbi példat is bemutatunk. A
példa néhany tekintetben a valésagos kozegek &aralds vonatkozik — e részek megértéséhez
az ebadas vazlat kébbi fejezeteinek tanulmanyozasa vagy a megadotkirsdalom
feldolgozasa szikséges.
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|11|1|111||

T=2 pa = 810 [lig] i

11.3. abra — Ejt 6erny 6 kisminta szélcsatornaban
Egy ejpernyd kismintat vizsgalunk szélcsatornaban (11.3 ak&a)U-cséves manométerrel az
Ures méftér esetén 5 mm, a minta elhelyezése utan 21 mérékit mériink i). Legyen a
térfogataranV = 64 nt/ s. A méwfolyadék siriisége 810 [kg/M). Tegyilk fel, hogy a métér ,B”
és ,K” keresztmetszetében a nyomaseloszlas eggsni@gtizaz a ,B” keresztmetszet minden
pontjaban ,p,” és a K” keresztmetszet minden pontjabap,,” a nyomas). Szamoljunk tovabba

mindkét keresztmetszetben az atlagsebességgel.t Aekésztmetszet tavolsagh= 2[m]. A
nehézségi étér hatdsa elhanyagolhaté. Szamitsuk ki a kozegessisztatd fesziltség értékét!
Mekkora és milyen iranyu éhat az efierny6 kismintara (;J”) és a levegre (,F")?

A feladatot az impulzus tétellel célsianegoldani. Az impulzus tétel vektor egyenlet, indro
skalar egyenletid all. Az egyenletek felirasahoz illetve értelmedesz szikség van ell@maé
felllet és koordinata tengely kijeldlésére (11.4aib

~.

11.4. abra — Ellen 6rz 6 felilet és koordinata rendszer

A 11.4. abran lathato elléres fellletet (szaggatott vonal jelzi) ugy valasztkitinogy az
egyszeresen 0dsszefiigggen tul az djernyd kismintat teljes egészében magaban foglalja. Az
ellendrzo felllet a szélcsatorna bélgellletét (bellél) érintse és a be- valamint a kitéfellletek
legyenek a szélcsatorna tengelyére dlegresek, azaz a fellleti normélisok legyenek aagatl
sebességgel parhuzamosak. A koordinata rendszsztasa itt azx, tengely valasztasat jelenti,
ez az egyetlen irany, ami a trivialistol (azonosaha) kilénb6s eredmenyt ad.
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A feladatban szerepet jatszik a surlodas is: andgesést megmértik az Ures dtéresetén is.
A surlédas hatasat az eltgro feltlet — henger felulet — ,B” és ,K” pontok kO&& palast részén
ebred erdvel (S) jellemezzik. Ez az éra palést-felllet és a fali csusztatd fesziltségzsaa, X’
iranyd, azonban az abran nem tiuntettik fel, mertédelme jelenleg nem ismert — ezt a
szamitasbodl hatarozzuk meg majd.

Szamoljuk ki edszor (11.7) bal oldalat, ami fizikai szempontbdlidéegységre ds be- és
kiléps mozgasmennyiség valtozasok éijed Az integraljel alatt allépc™ dA = dhaz elemi
tbmegaramokat adja, ezek skalaris mennyiségekpbé&bnegaram esetén - mivelesdA kozti
sz6g nagyobb 90 foknal, a példankban éppent 18@gativ, a kilép tomegaram pedig, hasonld
gondolatmenet alapjan, pozitiv.

Az elemi tbmegaramokat a sebességgel kell szoroaniidiegységre & mozgasmennyiseg-
valtozas vektor tehat a sebesség egyenesére edpébkor értelme azzal ellentétes, kilépéskor
azonos. Ebdél kovetkezik az az egysZerszabaly, hogy az égységre & mozgasmennyiség-
valtozas vektor az ellénz felllethsl kifele mutat és a sebesség egyenesére esik.afldtdan
atlagsebességgel szamolunk, a Kkijel6lt integralébatt igen egyszéen elvégezhét (a
gyakorlatban, igen sok esetben szamolunk atlagségesl).

Tomegaram az ellénzo felllet palastjan nincs, elegeghdehat a be- és kilépfelllettel
szamolni. A belép idéegységre gsmozgasmennyiség-valtozas vektor tehat (ezt a xtekthl1.4
abran fel is tuntettik):

-pcs Ay
[B = 0 , (11.8)
0
illetve csak a megfelélkomponenst felirval ,, = - pc2 A, .
ahol: A, =d? 77/4= (112 7)/4 01 m?;
g =V/A, =64 m/s; és:
I, =— pci A, =-5038N.

Mivel a szélcsatorna méere hengeres éstehat a ki- és belépkeresztmetszet azonos
(As = A ) - afolytonossag torvénye miatt a kilépebesség egyénh belép sebességgel, azaz
Cx =C; . Ennek megfeléken a kilép idoegységre gsmozgasmennyiség-valtozas vektor tehat:

P A
b=l 0|5 (11.9)
0
illetve csak a megfelélkomponenst felirval,, = pc A, .
ahol: A, = A, 01 m?
¢ =V/A =64 m/s.

Mivel a diriség, a sebesség és a keresztmetszet azonos, edvégey abszolut értéke ad =i
ertékkel azonos, &kele azonban a fent megadott szabaly szerint pohit$z, az eredmeény
szamszdien a kovetkekx

I, = oci A, =5038N. (11.10)
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Eszerint tehat az édgységre & mozgasmennyiség valtozas vektorok épedebben a
feladatban (mindkét vizsgalt esetben) nulla lesagyis (11.7) bal oldala itt nulla. Ezzel a
tovabbiakban nem kell szamolnunk. Mas feladatokieamészetesen mas eredményre jutunk: a
fentiek®l a tanulas soran a konkrét feladat megoldasa thellepveten a szamitasi modszert
célszeti megérteni és elsajatitani.

A (11.7) egyenlet jobb oldalan, az &lkelyen az ellefrzé fellletbe zart folyadékra hatd
térfogati ebk eredje all - ezt a szamitasban elhanyagoljuk. Az arataté oktatasban, az ilyen
tipusu feladatoknal ez meglebsen gyakori, azonban az elhanyagolasnak legalatdtasnak
illik lennie: ezt a tagot é5z6r meg kell vizsgalni és csak ha valdban megdragdcakkor szabad
elhanyagolni.

A jobb oldal masodik helyén a nyomasbdl szarmatiddti etk eredje talalhatd. (A harmadik
helyen a csusztato fesziltségé&kbzarmazo fellleti érszerepel.) A belép és a kilép fellileten
értelmezett, nyomasbdl szarmazdtea 11.4 abran tuntetttk fel K,;” és ,F,"). Mivel a

folyadékokban a nyomas csak nem-negativ (altal&bbejezetten pozitiv) lehet, ezért ezek aéker
mindig kint6l befele iranyulnak. Ezt fejezi ki egyebkeént a &léjt szerepd negativ aljel is: ti. a
megfeleb ers ellentétes a fellleti normalissal, amely mindifglkd mutat.

Mivel feltettiik, hogy a nyomas a be- illetve aekil fellilet mentén nem valtozik, ezért ezeknek
az ebknek a kiszamitasa is igen egyszer

Ps AB ~ Pk AK
- j pdA=Fz= 0 |; és hasonléan: F = 0 : (11.11)
Ay 0 0

llletve csak a (nullatdl kulonbéy komponenseket felirva:

Foex = Ps As és  Foo=— P A (11.12)

Az ellertrzo felllet egyszeresen dsszefaggart felllet. A be- és kilépfellleteket a méitér
falat belulél érintd, hengerfelllet koti 6ssze. Ezen a nyomas egy-&gyr fmentén allandé, igy az
ebbl szarmazod, a hengerpalaston keletkea fellletre meileges ef nulla. Létezik azonban
sarlédas, amit az ires nééér esetén mért 5 mm-es manométer kitérés jelezs mestér esetén
tehat a nyomaskilonbség (a levegjrisége a méfolyadék siriségéhez képest kicsi, ezért ezt
nem vesszik figyelembe):

P — Pk = 0., gh=810[PB10005= 397 N/n?; (11.13)

Tovabbra is az Ures nideret vizsgalva, felirhatjuk a nyomas-valtozaskzarsazo eit:

I
I:pr

+Flo=(Ps— P) A;040N;  ahol: (11.14)

pKx —

A, = A = &/ 4=1.137 140 Int

A nyomasbdl szarmazo ekeedrs pozitiv (mert p; > p, ), tehat a pozitivy’ iranyba mutat. A
vizsgalt esetben, (11.7) szerint tehat adtérfalat bellldl érint hengerfellleten a surlodasbol
szarmazo érés a nyomasvaltozasbol szarmazibvem egyensulyban:
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11. Az impulzusiélkalmazasa

40| |-40
0=F,+S; azaz:S=-F,=-| 0 |=| 0 |; (11.15)
0 0

tehat: S, =—40 [N].

A surlodasbol szarmazo éeitehat a negativx, iranyba mutat, azaz (amint azt a fizikai
tapasztalatink szerint el is varjuk) az araml6 kiEzdékezi. Ez az eredmény fontos lesz a masodik
kérdés megvélaszolasakor is, déttel még ennek alapjan szamithatjuk ki a fali csiézt
feszlltség atlagos értéket.

Annak a hengerpalastnak, amin a csusztato fesgidisred a felllete:
A, =dml=113m 2= 7,.[m7; (11.16)

Az atlagos fali csusztato feszliltség pedig Ezapszolut értéke és e palastfellilet ismeretében
szamithato:

T, =[S/ A =40/7,1= 5,6IN/ m; (11.17)

Ezzel az el rész-kérdést megvalaszoltuk. Vizsgaljuk ezutaraazsetet, amikor a nééérben
az ejternyd kisminta is bent van. Ekkor a nyomasthéitérése 21 mm. A szamitasban
megvaltozik a nyomasbdl szarmazoéd,em két, X' iranyu ebkomponens erdge ismeét
kiszamithato, mivel a nyomaskulonbséget az U-csivasométer mutatja (a levegirisége a
mérfolyadék siriségéhez képest kicsi, ezért ezt most sem vesgpikdimbe):

Py — Py =P, 9h=81009810021=1669 N/m". (11.18)

Ezzel:

Foex + Foe=(Ps— Py) AsO+167[N]. (11.19)

Az eredmény egy pozitiv szam, azt mutatja, hoglewedgre hatd, nyomaskulonbséib
szarmaz6 erdéderd a pozitiv X" iranyban hat. Az eréders irAnyat a szamolas automatikusan
szolgaltatja - ha pozitiv szamot kapunk, akkor &z a pozitiv X" iranyban, ha negativ szamot
kapunk, akkor a negatix"iranyban hat!

irjuk fel (11.7) erre az esetre érvényes, egyssitatt alakjat:

o=—j pdA+S-T=F +S-T. (11.20)
()

(11.20) jobb oldalan all6 haromaéekdziul a nyoméaskulonbségibszarmazo €t és a surlodas
hatasara keletkézerst mar kiszamitottuk (+167 N, illetve - 40 N). A tes hato ef — ez az
ejtéerny modellre haté é— innen méar egysziéen szamithato:

T=F,+S = T =F,+S,=167-40=+12]N]. (11.21)
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11. Az impulzusiélkalmazasa

Ez az ef a szamitdsunk eredménye szerint a felvéttengely irAnyaval azonos iranyba mutat.
Ez az irany megfelel a fizikai varakozasnak is.ifaételten hangsulyozzuk: nem kellett a& er
irAnyat ebzetesen felvenni (megvalasztani): a (11.7) egyedlleez (is) kovetkezik! A
szamitasunkkal az &rektort hatarozzuk medehat annak nagysagés irdnyatis kiszamitjuk -
ebbe a gondolatmenetbe aé Helvétele" egyaltalan nem illeszkedik.

Az e kiszamitasanal bemutatott modszer az egiibbeesetekben kdrilményesndintet;
bonyolultabb esetben azonban véleményiink szeriatcgéravezétmodszer.

Szamitsuk ki végul — a feladatnak megi&del — a levegre (k6zegre) hatdé ér. Amint az a
(7.7) egyenlet magyarazatanal mar olvashat6 veitost kiszadmitando ének a testre hatdé &@(T)
a reakcio ereje, igy:

F=-T= = F =-T,=-127|N]. (11.22)

Az aramlastanban az impulzus tétel alkalmazasdablin akkor sziikséges, ha a feladatban
energia be- vagy elvezetés van. Ebben, a viszonglpgszeli feladatban a levég kilépo
0sszenergidja kisebb, mit a belépnergia, mivel az djerny6 modell energiat emészt fel. A
feladatban csak az impulzus tételt, a folytonoskagényét és a hidrostatika alapegyenletét
alkalmaztuk, itt a Bernoulli egyenletre nem voliikzég.

Altalanossagban persze az anyagmegmaradas, a snuaydyiség megmaradas és az energia
megmaradas elvét is fel kell hasznélni — példatlene a 13. pontban bemutatott, hajocsavar,
illetve légcsavar valamint szélkerékre vonatkozsgalat.

11.2 A Borda féle (éles sz#) kifolyonyilas

Tekintstk az alabbi abran vazolt tartalyt, mélyidealis kozeg folyik ki. A kifolyasi sebesség a
Bernoulli egyenlet felhasznalasaval egyéeer szamithatd. Ez tulajdonképpen egyduttal példa is
ennek az egyenletnek az alkalmazasara. A Bernegyienlet alkalmazasakor gyakran szikséges
koordinata rendszer (itt: 11.5 abran azZ, koordinata rendszer). Sziikség van tovabba (Ibpala
két pont valasztasara — ezek itt 4z és ,2” pontok.

1
h
z
T | Po 4
> — e
(po+ pgh) A = T2 g
AL I 12O
| =5
:—'h- I
- e ___ ' Py

11.5. abra — Borda féle, éles szél d kifoly6 nyilas
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11. Az impulzusiélkalmazasa

A 11.5 abran lathatd egy igen egyszedkalmazasi példa, hiszen (7.19) hat tagja kozul
mindossze keftmarad az egyenletben, ezeket kiirva a (11.23ajuk:

{C—J +[u]f =0; (11.23)

Feltesszik, hogy a 11.5 abran lathatés pontban a sebesség jO kozelitéssel nulla. Ekkor
(11.23) a kovetkgzmaodon irhaté:

2 02
|:&_?:|+[O_Ul =0 > %—ghzo = G =4 2gh; (11.24)

A kifolydé kbzeg keresztmetszetének kiszamitasaléen sziikkség van az impulzus tételre is.
Ezzel ez egy olyan minta-feladat is, amelyben a @dlinegyenlet és az impulzus tétel egyutt
alkalmazando.

Vélasszuk a 11.5 &bran szaggatott vonallal jelii¢norzo fellletet. Feltesszik, hogy a tartaly
kozel végtelen, tehat a kdzeg bélépebessége kdzel nulla, illetve, pontosabb viztudlas
feltehet lenne, hogy ez a sebesség ,z” iranyd. Az impulaislt az ,x” tengely irAnyaban
célszet (és kell) felirni. A részleteket azéeb feladatban mar bemutattuk, itt csak a égkkot
irjuk fel. Ebben a bal oldalon azdegységre €s kilépd mozgasmennyiség all; a jobb oldalon
pedig a nyomasbdl szarmazdleszerepelnek csak, mert a tésség hatdsa elhanyagolhat6 és az
ellensrzo fellletben nincs idegen test:

P A=(m+ogh) A R4 (11.25)

Végezzik el a lehetséges egyfizéeseket és helyettesitsik be az impulzus téeeB®ernoulli
egyenletbl kapott kifolyasi sebességet:

2
,0C§A5=,0%2A =~ A= A2: (11.26)
A tényleges sugar keresztmetszeA ) és a kilép geometriai keresztmetszetA}
hanyadosaként definialhat6 a kontrakcios tétyez

:%; a Borda féle kifoyonyilas esetébed =0.5; (11.27)

A kontrakcios tényeit az aramlastan mas teriletein is hasznaljak: ilglkalmazas pl. a
mérperemek este — ezeket a tantargyhoz tartozo labanati méréseken ismertetjik.
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11. Az impulzusiélkalmazasa

11.3 Hiitétoronybeli aramlas vizsgéalata

Az impulzus tétel és a Bernoulli egyenlet egyutbalmazasara tekintsiink meg egy, érdekes
példat. (Ezzel kicsit megélegezzik a 12. fejezet ismeretanyagat, bar otsazeiettebb Bernoulli
egyenletes feladatok megoldasanak ismertetése. )aTedlintsliink el az aramlasi veszteséfekt
azaz, az eddigieknek megféleh szamoljunk idealis kdzeggel. #®&ladat hatarozzuk meg a
htitétoronyban kialakul6 tomegéaramot!

' @
If3 103’}?53 rK-’pK,?

(&

D
H
— 1|p —@
, w e ps,

ffc.ep r}g’:pKO
J 0i 0 BO\ @_

11.6. abra — H dtétorony vazlata

A 11.6. abran egyiitétornyot vazoltunk, A ttéleved a ,0” szinten lép be, azl) és 2’
kozott a Kitéracson a titéleved felveszi a kitends kozeg altal leadottdt, majd a 3"-as szinten
kilép a hitétoronybdl.

A feladat megoldasahoz adatok és feltételek megasidikséges. Legyenek ezek a kovélkez
H=30m; és h=5m
D=3m,;
t, =0°C =273°K; (azaz a ki hsmérséklet legyen allando);
t, =t, =0 °C;(a belép hiitéleveg héfoka a racsig nem valtozik);
t, =t, =50 °C;(a hitéleveg a racson felmelegszik, @foka
ezutan tovabb mar nem valtozik);

Pco =10° N/t ;
Hatarozzuk meg éz0r a kornyezeti (és egyuttal a bélgleved dirtiségét:

Peo =10 1 576/ (11.28)
R, T, 287(273

IOK :IoBOZIoBlz

Mivel a kornyezeti Bmérséklet nem valtozik, ezért ez a kdrnyezeti |évEgiisége allando.
Hasonldképpen allandd — és a fenti értékkel adathi#dleved siriisége is, -1 szakaszon.
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11. Az impulzusiélkalmazasa

Folytassuk aigiiseég szamitast: hatarozzuk megisleved) dirtisegét a2-3 szakaszon. Ez
szintén allandé, bar azébbiekol természetesen kulonbd2rték:

P 10° , (11.29)
=p..= = 01.079kg/ n? ; '
Poz = Poa R.T, 2870273+ 50 9/

A kovetked lépésben hatarozzuk meg a kornyezeti léuggpmasanak valtozasat, a magassag
(z) fuggvényeben. Ez a hidrostatika (8.4) alapegténkk értelemsziéralkalmazésaval, igen
egyszeiien lehetséges:

e (2) = Ro-pc 9 =10°-1.27619.80= 10~ 12.527 (11.30)

A kulss leveg és a fMitoleveg (beld leved) nyomasa a belépésnél és a kilépésnél
kapcsolddik egymashoz. Ezek a megoldasban rész-geletelek.

irjuk fel elészor a belépésnél lévkapcsolatot, a Bernoulli egyenlet fent bevezetigin
egyszeii alakja (11.23) segitségével:

2
h"'&zhz Pao = pKO_pK5:105_1'276§ (11.31)
Peo 2 Py 2 2
A (11.31) azt jelzi, hogy a belépstatikus nyomas fligg a betépsebesséft, vagyis
pillanatnyilag csak ennyit tudtunk felirni, a kogkerték késbb, a sebesség meghatarozasa utan
szamithato.

Egyszetibb a helyzet a kilépésnél, ahol, 1évén a Kiléptoleved szabad sugér a két statikus
nyomas azonos:

Pas = Pes =10° —12.521307 99624N/ nt (11.32)

Vagyis a kornyezeti levégstatikus nyomasa, ezen a 30 méteres magass‘.ﬁﬁ)N/ ny -tel

csokken. Ezek alapjan — a sebességet egpgeidmeretlennek tekintve felvazolhatjuk a nyomasok
magassag szerinti valtozasat.

pss_ = Pes

( &0
— _ ‘0
‘ P = Pro = Pe— ‘

pB-O -pKO
11.7. abra — Nyomasvaltozas a h dtétoronyban
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11. Az impulzusiélkalmazasa

A 11.7. &brardl lathato, hogy a kornyezeti leveyyomésa, (11.30)-nak megféleh egyetlen
(ferde) egyenessel abrazolhato. étdeved nyomasa ugyanakkor @1 szakaszon a kornyezeti
levedgs nyoméaséaval parhuzamosan fut, a kilonbséget al(tbheh hataroztuk meg.

Azt is megallapithatjuk, hogy a nyomascsokkenésdeksege a-3
szakaszon a kisebkirfiség miatt kisebb.

A hiitéracson, ahol aitileved felmelegszik, a émérséklete tehat me§n- igy i dirisége
lecsOkken és az aramlasi sebesség thegmen a rovid szakaszon viszonylag nagy statikus
nyomascsokkenés kovetkezik be.

Végeredményben ditbleved nyomasvaltozasa apB(z) ", harom részbl allo, torott vonallal
kozelithet (11.7. abra, bal oldali torott vonal).

A nyomasok szamitasanak folytatasahoz irjuk felygonossag térvényeét:
m=pAc kg m; ahal ¥ B, B B, B (11.33)

Mivel a 0-1 szakaszon atisiség nem valtozik, ott a sebesség sem valtozik, azaz,; €s
hasonloképpen valtozatlan a sebessé@-& szakaszon is:c, =c,. Természetesen, ak-2
szakasszal is szamolni kell majd, erre a szakaszedabbi 6sszefliggés irhato fel:

PeiCy = Pg,C, = CF@ c,010.845¢, ; (11.34)

B1

Kimondhatd tehat, hogy attéracson athaladoé ibleved sebessége kereken a dupldjara
novekszik.

Szamoljuk ki a fitéleved statikus nyomasat alzes pontban. Ez ismét a Bernoulli egyenlet
legegyszeibb alakjanak alkalmazaséaval lehetséges:

h+&2+ h:h+i = - 11.35
PR LAt J )y (11.39)

Ezt, (11.30)-at is figyelembe véve atirhatjuk:

c 2
Por = P~ PO 2 D10°- 62.6- 1.27&21 (11.36)

Szamoljuk ki a hitéleved statikus nyomasat zes pontban. Ez az impulzus tétel segitségével
lehetséges, mert ittéhbevezetés van, ebben az esetben pedig Bernoykineget nem szabad
felirni — illetve csak ugy lenne szabad, ha ismekngz atadott tmennyiséget. A feladatban csak
a hbmeérsékletndvekedés adott — tehat az impulzus teékltelhasznalni.

Vélasszuk elletrzé fellletnek a 11.6. abrdn szaggatott vonallal Kaatdrolt tartomanyt (ez
Iényegében a teljesitéracsot magaban foglalja) és legyen a koordinatdsmar a ,z” tengely
(hiszen tovabbi tengelyekre nincs szukség). Akkoingulzus tétel (7.10) ,z” iranyl komponens-
egyenlete:

D%,
= all

_,031012A+ :0320% A= oA R A A
= Pgo — Pe1 = PerC — P, & [11.2760¢ - 1.079( 0.845c)°
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11. Az impulzusiélkalmazasa

= Pg, — Py 1-0.5060E vagy p,0 p,— 0.5061¢ (11.37)

Végiul szamoljuk ki 88-as pontbeli fitéleved nyomast. Erre ismét hasznalhatjuk a Bernoulli
egyenletet, hiszen itt mér nincé bevezetés (vagy mas energia be- vagy elvezetés):

Py Cygn=Poo O gim o= - pa o H- D)

Ps, 2 Pes
(hiszen p,, =ps; és £= 4
= Pgs = Pg, ~1.07919.8112%] p,,— 264.6; (11.38)

A pg,-at azonban mar a (11.32)-ben kiszamitottuk, vaggiértéke ismert. irjuk be (11.38)-ba
(11.37)-et:

Pgs O P, —264.6= p,,— 0.506C — 264.€ (11.39)
Pgs U P, —0.506t — 264.6 mert ¢= ¢ ;

irjuk be (11.39)-be (11.36)-ot, akkor:

2
Pes O Py, —264.6= 16— 62.6- 1.27%2&— 0.506 - 264

Py, 010° — 327.2- 1.1446
9962401 99673 1.144&7 ; (11.40)

Innen mar kifejezhéta belépésnél addédo sebesséq:
. =(99673- 9962/ 1.144= ¢, 0 6.54 s (11.41)

Végeredményben meghatarozhatdithtoronyban aramléitisleved tomegarama is:
D?rmr
4

2
M= Py, G A= Py G :1.276136.54337” [ 59kg s (11.42)

70
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11.8. abra — A tbmegaram a h @téracs magassaganak fliggvényében
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A szamitast kissé kiterjesztve készitettiink egydr§Excel” szamolast, hogy megmutassuk a
hitéracs elhelyezési magassaganak a tdmegaramra gitakatasat. Lathatd, hogy az egyre
magasabban elhelyezkediitéracs esetén csokken a tomegaramt, & 11.7. &bra alapjan
belathatd, hogy a 30 méteres legnagyobb geometdgassag alatt lesz egy olyan magassag, ahol
a tomegaram értéke nulla, illetve efelett nincsdadas. (A példaban ez a legnagyobb magassag
nagyjabol 29.6 méter.)

A 11.8. abra alapjan konnyen belathatd, hogy mintyezik el a ftéracsokat a lehét
legalacsonyabban. Megjegyzéndiogy a példa, a masodik részben targyalt surtEdasamlasra
vonatkozo ismeretekkel folytathatd lenne, ezzedldsaghoz még kdzelebbi eredményre jutnank.

Az impulzus tétellel kapcsolatos tovabbi feladaf@k 13. ,Sarlodasmentes aramlas” ¢im
fejezetében, a 28. példatél kédden olvashatok.
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12. A Bernoulli egyenlet alkalmazasa

Ismételjik meg aenergia megmaradaslvére épili Bernoulli egyenletet:
2(acY i 2
[|5 ] ds+|=| +[uU]; +
1\ ot 2 !
dp

o

> (7.14)
+ (cxrotc) ds—j d ds=0;

1

P — N
R

A (7.14) egyenlet idedlis kbzeg olyan dramlasavaré/es, ahol az aramlas két, kijel6lt pontja
kozott sem energia be- sem elvezetés nincs. A égyeenlet levezetése részletesebben pl. [5]-ben,
annak 13.1 pontjaban olvashat6. Szintén [5]-belr.42 alpontban olvashat6 az az 6t eset, amikor
az aramlas orvényes ugyan, de (7.14) egyenlet lallamak két, utolsé tagja egyutt zérus
eredményt ad — vagyis ezekben az esetekben eggetl taem kell szamolni. Ezeket az eseteket itt
nincs modunk részletesen ismertetni, csak megjegkeogy a joben, ebben a kérben csak
olyan feladattal foglalkozunk, amelyekben a két itattl tag O0sszege nulla. Példaként a
legegyszdibbet, az orvénymentes aramlast emlitjik. Ennek ebei§én a Bernoulli egyenlet
altalunk hasznalt, legaltalanosabb alakja (6rvémgemaramlas potencialo$grben) az alabbi:

2 T 272 2
I(Ej ds+{c—} +[U]f +J'ﬂ):0 : (12.1)
1\ ot 2, Y

Amennyiben pedig aisiség is allando, akkor az alabbi format kapjuk:
2 T 2 2
I(Ej ds+{c—+u +—p} =0 ; (12.2)
AA! 2 o

llletve, idbben alland6é aramlas esetén a Bernoulli egyenlet égg/szel, de gyakran hasznalt
alakjat kapjuk:

2 2
{C—+U +—p} =0;: (12.3)
2 Pl
A Bernoulli egyenlet segitségével igen sok feladdhaté meg. Egy rovid, egysagoéldat mar
be is mutattunk a 11. pontban. Ebben, a 12. porgggnaz idben valtozoé sebességramlasra
vonatkozo feladatot oldunk meg, mivel ebben a fdigpusban van néhany, figyelemre mélté és
megjegyzésre javasolt megoldasi |épés.

A 12.1. 4bran lathaté egy allandd keresztmeiszet’ csé, melyben két, nem kever&d
folyadék talalhatdé. A zardlap eltavolitasanak pidiEban gyorsulé aramlas indul meg. Az 5.
pontban leirtak szerint ez lokalis és egyuttal -Allemdo6 keresztmetszet miatt — a teljes gyorsulas
is. Elvileg ugyan az ,U” o$ két szakaszan, ahol a vizszintes és a diéggs szakaszok
csatlakoznak létezik konvektiv gyorsulas is — ezebesség iranyvaltozasa miatt keletkez
centripetalis gyorsulas. Az etlbadod6 nyomasvaltozas a megindulé aramlas irany@éleges,
igy ez szamunkra elhanyagolhaté. Végeredménybeat tefegend a lokalis gyorsulassal
szamolni.
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A kérnyezeti nyomas: p, Az A"-ban 1&v6
feddlapot hirtelen
(Zérdlap) eltavolitjuk.

— A C

Mekkora a
s lokalis gyorsulas
h p, =1000kg /m a nyitas

pillanataban?

gy

‘ B h=04m H A kézegek

idealisak
_ 3 és nem
P, =800 kg/m keverednek.

! H=1m \ (Allandd

Q ﬂ v keresztmetszetti
| /. )

I i LU"—csol)
i §=02m i

< .
< >

12.1. &bra — U-cs ében létrejov 6, id 8ben valtozé aramlas

A folytonossag torvénye szerint, allanddisédi aramlas esetén igaz az alabbi 6sszefliggés:

A c=A c,= Ac= allando (itt "A"a csd keresztmetsze}. (12.4)
Szamitsuk ki a fenti kifejezésddzerinti parcialis derivaltjat:
0 q oc_ A
AL at AZ Aa = Aa= allandc. (12.5)

Ezek szerint kimondhatd, hogy a lokalis gyorsutasallando #risédi kozeg, allandd

keresztmetszétciben tortéd aramlasa esetén — allando; a keresztmetszet as#tasetén pedig
azzal forditottan aranyos.

Egyes, idben valtozé &ramlasok vizsgalatara a Bernoulli etptemegfelad alakja (12.2)

hasznalhaté. Ennek, a gyakorlatban is fontos tergiketeljesebb bemutatasa érdekében oldjuk
meg a 12.1 abran vazolt feladatot.

Rogton megallapithatd, hogy a zardlap eltavolitakdillanataban a kbzegek sebessége (méeg)
nulla, a geometriai kép (méeg) nem valtozik és nyma& A" és a ,C” pontban egyaranp,, azaz
azonos a kornyezeti nyomassal. Megallapithatd azaegy — mivel az AB’ csészakaszon
elhelyezked folyadék sirisége nagyobb, mint a masik oldalondémegfeled folyadék-oszlop
sirisége — a lokalis gyorsulag’;tol , C” felé mutat, abszolut értéke mindenitt allando.

A feladat megoldasadhoz két,olmbn valtozé aramlasra vonatkozé Bernoulli egyenlkéd!
felirni. (Ez méar onnan is belathato, hogy a feladatkét kozeg szerepel!) Az egyik Bernoulli
egyenletet azA’ ponttdl a ,B” pontig, a masikat aG” ponttdl a ,B” pontig irhatjuk fel:

B T 2 B
I[EJ ds{c_w +_p} _0; (12.6)
AT 2 2N
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12. A Bernoulli egydrdékalmazasa

Es:
jq( jds-{_-'-U +;ﬂ =0; (22.7)

C

Rendeljik a nulla magasségot a&G " vizszintes vonalhoz. Ekkor, mivel ebben a feladath
nehézseégi étér (és csak az) hat, a potencial a koveikapdon irhato fel:

U,=U.=0; és U;=-gh (12.8)
A nyomasokrol, amint azt mér részben leirtuk, egéhato, hogy:
b R=R

és(természetesen , p mindkét iranybol nézveas

Jeloljuk a lokalis gyorsulas eértéké@’;val. Ez vektor mennyiség, melynek iranyat a
kordbbiakban mar megallapitottuk. Szamoljuk kikals gyorsulasra vonatkozé integralokat:

j(gf] ds= ja ds=ah=0.4a és:
A (12.9)

JEEaT ds=-a[ H+s+(H-h]=-184

Az el$ integrél értéke pozitiv, mert a gyorsulas és adeim vektor értelme azonos, a
kozbezart szog nulla fok, ezért a skalar-szorzaitipo értéket ad. A masodik integralban a
gyorsulas vektor és az ivelem vektor értelme émbentétes, azaz a kdzbezéart szég 180 fok — a
skalar szorzat eredménye ezért negativ.

Az A" ponttol a ,B” pontig felirhatd Bernoulli egyenlet tehat (figgehbe véve, hogy a
sebesség azonosan nulla):

0.4a+[-gh- q{&_&} 0

PP
(12.10)
azaz 04 a ¢ H{&—&} =0;
22
Az ,C" ponttdl a ,B” pontig felirhatd Bernoulli egyenlet pedig:
—18a+[ gh- q_l{ps pc} 0
P P
(12.11)

azaz -18 a gn[&—&}w;
P P

Szorozzuk meg a (12.10)-et és a (12.11)-et a negfairiségekkel. Tudjuk, hogy aB,
pontbeli nyomas mindkét kozegben azonos. Ezekrdzeniato fel (12.12)-vel ad6do két egyenlet:

p(04a-gh)+(p - p)=0; (12.12)
p,(1.8a+gh)+(p-p)=
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12. A Bernoulli egydrdékalmazasa

A , B” pontbeli nyomas azonossagat kihasznalva adjukebakét egyenletet:

p.(0.4a-gh)+p,(1.8a- gh= 0, azaz (12.13)
h( o, +
_gh(p+p,) _ 9.810.411800 n3.84™
1.8p,+0.4p, 1.8]806 0.4 1000 S

A Bernoulli egyenlet szamtalan, egyd#ren megoldhaté aramlastani feladatban hasznalhato.
Ezen, tovabbi feladatokra itt csak a figyelmet hiyk fel: ennek a fontos egyenletnek a
megeértése, alkalmazasanak megtanulasa érdekében idmkvago feladatot kell 6nalléan
megoldani!

Az ebben aiitétorony modellben fontos szerepet jatsz6 surlédésshan kiterjesztett Bernoulli
egyenlet alkalmazasaval lenne lehetséges. A tantd@sodik részében, a valdésagos kbdzegek
aramlasanak vizsgélatanal vezetjuk majd be a &#etgtt Bernoulli egyenletet. Mar itt is
hangsulyozzuk, hogy a kiterjesztett Bernoulli edgemar nem a fenti, Bernoulli egyenlet, hanem
annak egy olyan valtozata, atirasa lesz, ahol &gen és munkavé§zképesség mérlegbe a
surloédas altal felemésztett (a vesztesegek miatk hlakult) energiat is figyelembe vesszik.

Hasonldképpen terjesztibeki a Bernoulli egyenlet példaul energia be- vadyeretéses
folyamatokra is — ilyesmivel6ként, szintén a masodik részben talalhatd, araamagépek
vizsgalatakor talalkozhatunk.

Az Bernoulli egyenlettel kapcsolatos tovabbi feltdk talalhatok [7] 13. ,Surlédasmentes
aramlas” cini fejezetében (1-27. példa).
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13. Légcsavar, hajécsagaiszélkerék

13. Légcsavar, hajocsavar és szélkerék

A légcsavar (hajécsavar) és a (vizszintes terigjedgélkerék két, nagyon elterjedten hasznalt
aramlastani eszk6z. Ezért foglalkozunk itt — bdeleet) legegyszdibben, az un. sugar-elmélet
alapjan — ezekkel az eszk6zokkel.

A hajocsavar és légcsavar a hajok, illetve régépek és egyéb eszkdzok (pl. légparnas
jarmivek) mozgatasahoz szukséges vobdanloeis) Iétrehozasara szolgal. iModésenek fizikai
alapjai al3.1 abran lathatok:

A — sugarkép:
¢, Cy, tVv C, TV
» > >
0 112 3
B — nyomas D,
eloszlas: 5
Dy P =Dy
C — sebesség P
eloszlas:
Co C,+Vv C, TV,

13.1. dbra — Hajocsavar — légcsavar sugarképe, nyom  as- és sebesség eloszlasa

Ezek az eszk6zok a rajtuk ataramlo kdzeget — ekbetbtt motorteljesitménynek kdszoriest
— hatrafele felgyorsitjak. Ezen a modon éfhadtaz ebre mutatd, ugynevezett propulzio$.eEz
az et az, ami a megfeléljarmivet mozgatasahoz sziikségest biztositja.

A 13.1. abranak megfet@n a belépp kdzeg-jellemdk ,0” indexet, a légcsavar sik Gl
kozeg-jellemdk ,1” indexet, kdzvetlentl a sik mogotti jellewiz ,2” indexet és végul a kilép
jellemzok ,,3” indexet kapnak.

A 13.1. és a 13.2. abrén egy, ugynevezett ,akiiost” lathatd: ez egy olyan tarcsa, amelynek
felilete a hajécsavar szarnyak vagy a légcsavaatd@paltal surolt felilet. A tarcsa 6
depresszio p, < p,), mogotte tulnyomas (g, > p,) van. Feltessziik, hogy a tarcsa a sugarat nem
forgatja meg. A nyomasndvekedés pontosan a beveratéorteljesitmény kdvetkeztében alb.el
Ebben, a legegysZdib targyalasmodban a tarcsa vastagsaga nulla,svagyomas ugrassien
novekszik meg. Nyomatékosan hangsulyozandd, hogyoanas ugrasszevaltozasanak fizikai

oka kell legyen: ez az ok a tarcsa. Ha ilyen fizitda nincs (pl. feltlet, I6késhullam), akkor a
nyomas csak folytonosan valtozhat.
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13. Légcsavar, hajécsagaiszélkerék

-
1

plAl pzA'z

13.2. 4bra — Aktiv tarcsa

A 13.2. 4bran az impulzus tétel felirasdhoz szijgs@&gyik lehetséges eliand felllet lathato.
A felllet szorosan kortlveszi a légcsavar-kort. rEe&kor az idegységre ésmozgasmennyiség
valtozas vektorok a be- és kilépésnél azonos albis2oiekiek, de ellenkek értelmiek, vektori
0sszeguk tehat nulla.

Az impulzus tétel x"-komponens-egyenlete al3.2. abrdn vazolt éHsh fellletre, a
fentiekben leirt egyszésitések figyelembe vételével az aldbbi formabaatdrfel:

0=-pA+pA-T, innen (13.1)
T=(n-n)A (A= A= A~ Rn),

Ez az egyenlet aT,” vonodei6t hatarozza meg, a nyomaskulonbség alapjan. Mezgegl,
hogy a vondef, természetesen vektor mennyiség. Mivel ez a felaggmeérei, az itt érvényes
vektorok mind az x” tengellyel parhuzamosak, a vektor jelleg adjedlikben jut érvényre. Ez,
ebben az esetben azt jelenti, hogy a pozithjekemiatt az e az ,x” tengely pozitiv iranyaba
mutat.

-------

X | !
IR co+v’ | co+v3>
0 112 =
1, 5 I

_________

13.3. abra — Ellen 6rz 6 feliilet és koordinata rendszer

A13.3. abran az impulzus tétel felirasanak méaseiséges modja lathatd. Ebben az esetben —
némi egyszdisitéssel szblva — felteliet hogy a kornyezeti nyomas az eberd fellleten
mindentitt allando — a fellleti integralja tehatlaul

Az impulzus tétel x"-komponens-egyenlete erre az esetre:
I,=-T; azaz mg-nh g+ )=-T (13.2)
tehat: T= iy, ( megjegyzés * #p 7K O+C));\

lo
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13. Légcsavar, hajécsagaiszélkerék

A 13.1. vagy 13.3. abra alapjan két Bernoulli edgeirhatd fel: az egyik a nulla és egyes pont
ko6zé, a masik a kettes és harmas pont kozé. Az egp/kettes pont kozott energia bevezetés van,
ezért oda egyszieBernuolli egyenletet felirni nem szabad. A kétaygt:

I V)" (13.3)
o 2 p 2

2 2
%+_(°0;V) :%+@; (13.4)

Vonijuk ki (13.4)- (13.3)-at;

(2¢+v) v (13.5)

p-p_(etw) &

G _2GVt Vs
) 2 2 2 2

A fenti egyenletbe a nyomaskulonbség alapjan b&irh vonoe.

Poh__ T _ MY =(co+v)v3=—(2C°-;V3)V3;:> w=2V; (13.6)

A (13.6) egyenlet vegkovetkeztetése szerint alitdwvdukalt sebesség kétszerese a kozelinek.
Ez fizikailag azt jelenti, hogy a légcsavar (hapew) ebtti nyomascsokkenés pj = p,)
kovetkeztében jon létre a kozeli indukdlt sebes&&yitan, a bevezetett motorteljesitménynek
kdszonheaien a nyomas hirtelen megnovekszi & p,). Mivel a légcsavar sikja utan kialakulo

nyomas nagyobb az atmoszférikusnal, ez a nyom&dHken, mikdzben létrejon a ,masodik”
indukalt sebesség, azaz végeredményben a tavakaftdsebesség.

Ez az eredmény csak idealis kozeg aramlasara y@séés csak akkor, ha nem vesszik
tekintetbe a légcsavar-sugar forgasat (amely fomgé®sagos viszonyok kozott mindig létrejon).
Az az éllitas, ami szerint a tavoli indukalt selégsa kozeli kétszerese valosagos aramlasokban
ugyan csak kozebiteg igaz, azonban — egys#ierde j6 kodzelités Iévén — nagyon sok kérdés
targyalasakor alkalmazzak.

Vizsgaljuk meg a légcsavar (hajocsavar) energiaenyait. Hatarozzuk meg azt a hatasfokot,
amit a hasznos teljesitmény és a I|éwvek atadott mozgasi energia hanyadosa alapjan
szamithatunk:

n, = TCO = COZV = 1. (137)
P )
. (CO + 2V)2 Cg 4COV+ 4v 1+ v

A (13.7) kifejezés a propulzios hatasfokot hatdeomeg. Ez a hatasfok rendkivil fontos, azt
jelzi, hogy valamely €it, adott zavartalan aramlasi sebesség) esetéen a lehétlegkisebb

indukalt sebességgel célszdétrehozni. Ez azt jelenti, hogy a kis zavartadebesség estén nagy
légcsavar atmét ajanlatos alkalmazni. A hajécsavaroknal a kdzénm v ennek &iisége a
levegnél tobb mint 800-szor nagyobb. A hajécsavarokehht adott €t joval kisebb indukalt
sebességgel lehet létrehozni — ezért a hajocsavd@m&bje sokkal kisebb lehet. A propulzios
hatasfok egy alap hatasfok, a légcsavarok, hajacskwalosagos hatasfoka (6sszhatasfoka) ennél
csak rosszabb lehet!
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13. Légcsavar, hajécsagaiszélkerék

A hajécsavarokkal kapcsolatban még megemliiehdgy ezeknél a légcsavarokkal ellentétben
a lapatok a teljes surolt keresztmetszetet (esetieg tobbet is) lefedik. Ezért, amig a légcsavar
lapatokat el§ kozelitésben egyedulalld szarnyként is kezelhetjgldig a hajocsavar —
részletesebb vizsgalat esetén — lapatracsként tsaatai

A szélkerek mikddése soran a rajta keresztularamlo létdgenergiat vesz el. Ezért ezt a
levegitomeget a szélkerék lelassitja. Ekdzben, termésaetengelyirdnyu é1is hat a szélkerékre
— ez azonban csak a szélkerék és tartoszerkezet@mglbevételét jelenti, hasznot nem hoz.

Cy G~V c, —2v
———————— L . e e ———— - - - e e e s s —i—
0 12 3

I, I,

13.4. abra — Szélkerék

A 13.4. abran a szélkerék korul kialakul6 suggrekithatd. A tavoli indukalt sebesség itt — a
(13.6) egyenlethez hasonlé meggondolas alapjanhagfian szintén a kozeli kétszerese — a 13.4.
abran mar ezt tlintettik fel.

Szamitsuk ki azt az energia-aramot (teljesitméngihit a leve§ a szélkeréken tortén
athaladas kozben lead:

AE:”‘E'@}M”( G- \){5;——(%_22”2}: (13.8)

= pR?71( ¢, - V)’ 2v;

Ez a teljesitmény az indukalt sebesség fuggvémyélddtozik; hatdrozzuk meg e valtozas
szélgértékeit:

0(AE 13.9
O%) - afe 9o -9 =0 = (s-y46-3=0 =9
A (13.9) egyenlet nullaval egyénlha:
C=V; (13.10)
C, =3v;

Az el megoldas fizikai lehetetlenség: ebben az esetlsz@élasebessége a szélkeréknél nullara
csokkenne — vagyis a leuegiem aramolna at a szélkeréken. Masik oldalrol eémessze a
szélkerék mogott a szél sebessége — ebben az resetiygpen az ellenké&gre fordulna. Ez ha
lehet, még inkabb lehetetlen.

80



13. Légcsavar, hajécsagaiszélkerék

A masodik megoldas a keresett s&éitek (ez a masodik derivalt alapjan, vagy a goérbe
felvazolasaval konnyen belathatd); ez tehat adilak kivehed teljesitmény maximuma is. Ezzel
a teljesitménnyel szokas az un. Betz-féle hatasfédinialni:

2
G) 5%
: pRzﬂ(q)—oj 22
Moere = = — :_2673 (13.11)

2 2
R R
PR pG R

A (13.11) kifejezeés szamlalojaba a (13.8) kifegzituk, agy, hogy ac, = 3vosszefuggést

behelyettesitettilk. A nevélze a szélkerék feluletének megféldelilleten R°77), a zavartalan
szeélsebességget,() erked leved energia-aramat irtuk. Ez tehat azt jelenti, hogy szélkerék a
hozz& elméletileg érkézenergiaarambdl legfeljebb a Betz-féle hatasfokmedgfeleb hanyadot
képes hasznositani. Ezért a szélkerekeknél réfatasfokrol (a ténylegesen kivett teljesitmény és
a Betz hatasfokkal csdkkentett teljesitmény hanyapés abszolut hatasfokrél is (a ténylegesen
kivett teljesitmeény és az érketeljes energiadram hanyadosa) szokas beszélni.

A szélkerekekkel kapcsolatban meg kell még jegydémgy az impulzus tétel alapjan végzett, a
fentiekben ismertetett szamitasok csak korlatomotavényesek. Amennyiben az indukalt
sebesség megkozeliti a végtelen aramlasi sebesigégakkor az aramlas Iényegesen masképpen
alakul, mint azt a 13.4. abran vazoltuk: 6rvényésak Iépnek fel. Ennélfogva a megfontolasok
ervenyuket vesztik — ilyen esetekben gyakran ekysrosszefliiggéseket alkalmaznak.

Az elméleti megfontolasok masik korlatjat az ataos fordulatszam jelenti. A szélkerekek
esetében a tikddési kerileti sebesség névleges allapotbanabal 70[m/ ﬂ nem tulsagosan
magas érték. (A helikopter rotorok rotorlapatvégiketi sebessége névleges allapotban 200
[m/ J-korili érték.) A szélkerék lapatok alacsony foatezama esetén a lapatok nem fedik le a
teljes sarolt feluletet R*77), az érked levedgharam egy, akar jelets része is, sebességvaltozas
nélkil halad at ezen a keresztmetszeten. Ez pediglanti, hogy a teljes korfelllet, mint feltétel

nem tarthaté — emiatt, ezekben az esetekben aeseklknéretezésben tovabbi korrekciokra van
szlikség.

Mintafeladatok

A légcsavarok és hajocsavarok gyakorlati alkalreazigencsak széleskrazonban ezek a
feladatok altalaban jelefgen magasabb szintet képviselnek, mint az e tamtangmegkivant
szint. Ezért csak egy nagyon egysiz&evezet jellegi feladatot mutathatunk be.

—
x

¢, =5mls T=1000 N
S —— — ez

—

13.5. dbra — Hajécsavar
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Feladat a 13.5 abran egy hajocsavar vazlata lathato.nddadirisédi (6sszenyomhatatlan)
kdzeg (viz) erkezikc, sebességgel. A hajocsavar toloereje 1000 N. Aa@itopulzids hatasfok

ertéke (0.72). Kérdés a hajocsavar atijgera hasznos teljesitménye, illetve a viznek atgthat
a forgatashoz legaldbb sziikséges) teljesitménye?

Megoldés A propulziés hatasfok (13.7) szerint szamith&bbsl a kifejezésbl kiszamithaté a
kozeli indukalt sebesség:

CO(]'_OP) = 5(1_ 073 :194TT}/S
n, 0.72

V=

A kozeli indukalt sebesség és a totb&bzott ad kapcsolatot (13.2). Innen a keresetegim
mar kiszamithato:

T
=my = — 13.12
T=my=pRra(¢+y2v=> R = CETE ( )
azaZz.
T 1000
R= - [10.109m:
\/,oﬂ(co+v)2v \/100077(5+ 1.930211.94 (13.13)

tehat: D=22cm

A hajécsavar hasznos teljesitménye (13.7)-beid k& tort kifejezés szamlaldja alapjan
szamithato:

P, =T ¢ =1000[5= 5000watt= 5kW (13.14)

A viznek atadott teljesitmény ugyanezen tort néjegzerint szamithato:

_ ey @ (6+29 ¢, (13.15)
Pv_m{ 2 AR L 2|
=0.108 77( 5+ 1.9% 10 oﬂ 2}= 6.944N (13.16)

Tekintslink mésodszorra eqy szélkerékkel foglakonira feladatat

Feladat A 13.6 abran egy szélkerék lathato — a szélkepplere abban az allapotbarikddik,
amikor a maximalis teljesitményt adja le! A kérégsa legnagyobb leadott teljesitmény, illetve az
ekkor ébred, tengely iranyu é.

p=12 kg/n? X

1= 1]ggy =16/ 27 \_

13.6. abra — Szélkerék
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Megoldas Az, hogy ez a szélkerék éppen ebben, a legkébtbeallapotban rikddik, onnan
lathatd, hogy a tényleges hatasfoka egyemlBetz hatasfokkal. Ebben az allapotban azonban
(13.10) alapjan megéallapithatjuk, hogy a kozeluikéalt sebesség éppen a hozzaaramlési sebesség
harmada:

2&2
3

v ny s; (13.14)

wlo

A leadott teljesitményt legegys#abben a (13.11) kifejezésben talalhatd tortek sziémbldl
szamithatjuk ki:
5

2 2
AE:pRZn(g—C—;j 2%:1.2[871( rr%j 2= 108W; (13.15)

A tengely iranyu €it, a 13.4 abra jel6lései alapjan, az impulzus wagitségével szamithatjuk
ki. A szamitashoz elegetiéz X’ irany figyelembe vétele:

_|-OX + |-3X =T = T= |-OX_|-3X :m[co—(co—Zv)] ; (13.16)
azaz.

T =pRn(¢-v[{2y :1.2E52n( 5—2)( 22) [0 1047N, (13.17)

Az ef6 pozitivra adodott: ez azt jelenti, hogy az értelrpozitiv ,X” irAnnyal megegyezik!

A 10 méter atmér és az 5 m/s-o0s szélsebesség nem kifejezettertkils € mégis, a leadott
teljesitmény minddssze 1 kW, vagyis nem tul jélenEhhez még hozzajarul az is, hogy ez a
teljesitmény akkor all rendelkezésre, amikor a sigl és nem feltétlentl akkor, amikor
ténylegesen sziikség lenne ra. Ezt a kérdést aesekéknél valamilyen modon kezelni kell.

Masrészt konnyen belathatd, hogy ha valéban j&debb teljesitményt kivanunk

megvaldsitani, akkor a szélkerék attjér novelni kell. Esetiinkben a 10-szeres novekdsaft 100
m-es atmé¥) 100-szoros teljesitményt (kb. 100 kW) jelent.

83



14. Osszenyomhaté kidzégamlasa

14. Osszenyomhaté kozegek aramlasa

Elvileg minden kbdzeg 06sszenyomhatd, azonban a agiikan sok esetben mégis
0sszenyomhatatlan kdézeggel szdmolunk. Az 6sszergtatidnsdg megengedbdeltétel, ha az
aramlo kozeg jellemim emiatt csak legfeljebb néhany szazalékot valtkzriae ez mindig
konkrétan eldonterdd kérdés: a dontési hatar a szamitas igényesdéfigigoen valtozhat,
valtozik.

Példakéent emlitjuk: a kdzegek ©6sszenyomhatdsdgatje szerepet jatszik, ha az aramlasi
sebesség elég nagy (hagyobb, mint a hangsebesg@glatieszazaléka — mondjuk, ez a vizsgalat
igényességét fuggoen lehet, 40, 50 vagy 60% -is). Hasonloképpen forita, a nyomas és
siriség valtozas elég nagy. Ugyanugy fontos az dsseamgibsag, ha nagyok az aramlasban
felléepd gyorsulasok, ha nagy a magassag-kulonbség, illbwenagy a émérséklet vagy
koncentracid kiulonbség.

Az dsszenyomhat6é kdzegek aramlasat jelen anyagbak idedlis folyadék (gaz) esetében
vizsgaljuk. Az ilyen aramlasokat leir6 egyenletdsrer:

a—'0+div(pc)=0; (7.4)

ot

dc_oc ¢ 1

—~=—"+grad| — |-cxrotc=——grad p+g; (7.16)

G750 5 |-oxrore=—Lgradpeg

C2

S+eT=6T= all (7.20)

p=p(p) = pl ik=éll. (barotrop kozeg; (14.1)
0

p:pRT; (14.2)

A fenti egyenletrendszer élsagja a folytonossag térvénye, a masodik az Eedgenlet és a
harmadik az energia egyenlet. Ezeket mar korabbaezettik — ezt jelzi az egyenlet szama is. A
negyedik egyenlet megmutatja, hogytaiség hogyan valtozik a nyomas fliggvényében. Itt csak
izentropikus (idealis adiabatikus) allapotvaltodzdsd foglalkozunk. E terlleten, komolyabb
vizsgalatok esetében azért elég gyakran ennél ol menni — pl. egy l6késhullam
(kompressziéhullam) esetében az allapotvaltozasinentropikus.

A kozlekedésmérnoki gyakorlatban igen fontos mjimek — az 6sszenyomhatosag tekintetében
a repibgépek — sebessége, illetve e sebesség hangselmrsgélfhviszonya.

p=prlp L a p=P
po=p+tAp i ] n=pr
A C 1, = pcid - 1\, = pa’4
(| e _ ), —
¢, =a—-Ac——= AP——a
\. pzA e ] Py
| A=A =4,

14.1. abra — Elemi hulldm terjedési viszonyai
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A 14.1. abradn egy elemi hullam (pl. hanghullamjetdési viszonyai lathatok. A hullam az
elemi hulldm (pl. hang) terjedési sebességéwel & pozitiv X" tengely irdnyaba mozog.
Ekozben az eredetileg nyugvo kdzeg sebessége g)fhldm mogott Ac” értékre novekszik.
Ez, a ndvekmény &ltalaban — a (hang)hullamok tategdgainak megfel&n, igen kicsi. A
hullam, a benne Iév energia kdvetkeztében nem csak a sebességet, hamgyomast és a
siriséget is (ugyancsak altalaban igen kismértékbemniweli. Ezeket a valtozasokat a 14.1
abran fel is tuntettuk.

irjuk fel az impulzus tételt a 14.1 abra jobb ddaavazolt elletirzé felilletre. Ennek az
ellervrzo fellletnek az elemi hullammal egyutt kell mozogatehoz, hogy a feladat stacionarius
legyen. Ennek megfel@&n az "1"-es pont a belépést, a "2"-es pont a &dejelzi. A nyugvo
kozeg belép sebessége ekkor éppen az elemi hullam terjedésssége (a hangsebesség). Mint
mar korabban leirtuk: Ac” pozitiv, ezért a kilép sebesség ga—Ac”. Az impulzus tétel
felirasaban csak az,’ irany az érdekes:

pa’A-(p+Ap)(a-Ad° A=- pAr( prA P (14.3)
Végezzik el a lehetséges atalakitdsokat. A masditke kis tagokat elhanyagolva kapjuk,
hogy:

2aphc— &0p = Ap; (14.4)
irjuk fel a folytonossag torvényét:
(a-Ac)(p+Lp)=ap = pAc= ahp; (14.5)

Helyettesitsiik be (14.5)-6t (14.4) bal oldaland$6 dagjaba és képezzik Ap—= dp és
Ap = dp hataratmenetet:

2a2Ap—a2Ap:Ap = azzAp/Ap =  a=./ d¢ o ; (14.6)

(14.6)-bdl az elemi hullam (pl. hanghullam) teged sebességét szamithatjuk. Nem elemi
hullamok keletkezése esetén ennél jélsam nagyobb terjedési sebesséegeksdllblatnak.

Gazneni kozegben az elemi hullamok (a hanghullamok) esetdbltehet, hogy a létrejo§
allapotvaltozas izentropikus, azaz:

p=£2,0”:%=£2Kp”‘l=—81(p”’l=—p/(:KRT; (14.7)
Jo do P, P P

Ezzel, az izentrépikus allapotvaltozas esetéreémgms hangsebesség gyakran alkalmazott
kifejezését kapjuk:

a=,/dp/do =vk RT ( Ieve@;e:azzoﬁ); (14.8)

Az 6sszenyomhato kdzegek aramlasanak jellemzégékean hasznaljuk a Mach szamot. Ez a
szam az aramlas sebességének és a hang sebességgorglszama:

Ma=2S: (14.9)
a

Amikor a Mach szdm egynél kisebb, aklsrubszonikugéramlasrdl beszélink. Ha a Mach
szam értéke egy korili, akkor az aramkéanszszonikus Egynél nagyobb Mach szammal

85



14. Osszenyomhaté kidzégamlasa

jellemzett aramlas azuperszonikuadramlas. Ha pedig a Mach szadm sokkal nagyobb égghé
nagyobb, mint 5, illetve molekula disszociacio édik), akkor ezt a helyzetet hangsulyozandé az
aramlashiperszonikugelzével illetjik.

Az elemi hullamok az alaparamlashoz képesti tégedontos kérdés, ennek kilonb@Esetei
lathatok a 14.2 abran. A korok a (nyomas) hullarterjedését mutatjak, allo, illetve kilonkoz
sebességgel mozgd kozegben. Az all6 kbdzegben aanheljedés az a"-val jelzett
hangsebességgel, tAguld koncentrikus korokbennikrtd 14.2 abra fels soraban balra az allo,
jobbra a mérsékelt sebességgel aramlé kdzegbeakilal hullamkép lathatdé. Az alsé sor jobb
oldalan a pontosan hangsebességgel, a jobb oldalmngsebesség feletti sebességgel rtén
aramlasban |étrej@nyomaskeépet tuntetttik fel.

A szubszonikus, tehat hangsebesség alatti selfiedsgglasban a hullamterjedést lattaté korok
az aramlas iranyaban hatrafele (@et®or, jobboldali abra) mozdulnak el. Ez az elmoadwnnal
nagyobb, minél jobban megkdzeliti a hangsebessag@tamlas sebessége.

NIz
&

s
S/

=a
\_

 —

14.2. abra — Nyomashullamok terjedése

Ennek a rész-abranak az alapjan valik éstheeta Doppler hatas: a hozzank kodzéled
hangforrasbol (nyoméashullam) adottidlatt tébb impulzust észlelink — ez azt jelentigy a
hang frekvencidja megnovekszik (a hang magasatd). l8smasik oldalon, aétiink tavolodd
hangforrasbol (nyomashullam) adotd idlatt kevesebb impulzust észleliink, vagyis a haétyul.

A 14.2 abra als6 soraban a bal oldali rész-abharagsebességgel haladd zavarforras kordli
hullamképet mutatja. Mivel a zavarforras — lehekegy replbgép is — pontosan hangsebességgel
halad, azért a nyoméashulldamokreifele nem tavolodnak el, hanem egy helyen konékminak,
azaz 0Osszegznek. Az ilyen modon akar igen jelésen is megntvekedett nyomassal
magyarazhatd a hangsebesség atlépésének kornyékggiard hang-gat.

Az alsé sor jobboldali rész abrajan a hangsebedskaiti (szuperszonikus) aramlasban
kialakulé képet lathatjuk. Ebben az esetben az lasarkét, élesen elvélaszthaté tartomanyra
oszlik: a zavarforras hatasa a ,hullam-felllet’-nekvezett kipon belll észlebkt ezen kivl
nem keletkezik véaltozas. Ez a szuperszonikus aswklésetében egy fontos sajatossdg. A
kupszoget a 14.2 abra alapjan — a zavarforcds sebességgel, a zavarada”; sebességgel halad
— szamithatjuk:
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sing=2=_—__ (14.10)

14.1 Laval c$

Az dsszenyomhat6 kozegek aramlasanak sajatossédgarl-csé példajan keresztil mutatjuk
be. Ennek a szerkezetnekstor csokken, majdéna keresztmetszete — magat a szerkezetet a 14.3
abra fel$ részén vazoltuk. Az itt kbvetkézizsgalatunkegymeérat dramléasra vonatkozik.

A Laval-csre talan a legkozkeléb példa a rakéta-favoka. Itt, azééerben végbeménégés
utan a nagynyomasu kozeg a fuvocsovon ataramolvaanekdl, mikézben a sebessége
(nagymértékben) novekszik. A rakéta toldereje ukiGaamlo égéstermék tomegarama mellett a
kidramlasi sebességgel aranyos. A nyomascsotkkéséstbesség novekedeési folyamat lathatd a
14.3. abra alsé részén.

______ Legszikebb
keresztmetszet
|
|
Belépés Kilepés

(Pxr)
Tarta|y e —|-

O +-—-a legszlikebb K
) kereszimetszet

14.3. abra — Laval cs 6 — sebesség és nyomas-lefutas

A Laval-c$ben végbemeh aramlas vizsgalatdhoz induljunk ki a folytonossdxyényének
(7.3) szerinti alakjabdl. A kiindul6 kifejezés &dj differencidljat képezve kapjuk:
pAc= 4l = 9P 0A dc_ (14.11)

irjuk fel tovabba az Euler egyenlet (7.16) egymiéd@amlasra vonatkozo, a té&sséget nem
tartalmazo alakjat, teljes differencial formaban:

cde= @=L g 19P - 12 (14.12)
c p p dp P

A fenti egyenlet felirasanal figyelembe vettik @angsebesség (14.6) szerinti kifejezését is.

Helyettesitsiik vissza az Euler egyendtkapott eredményt a folytonossag térvényének gelje
differencialként tortént felirdsa alapjan kapotyegetbe:
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d_p+d_A+E:: _é_dC _dA _dC__d M2)+_déo

o A ¢ da&c A ¢ ¢ A
d_C(Mz_l):d_A; (14.13)
C A

A (14.13) kifejezés végeredmeénye alapjan igend®kbvetkeztetéseket vonhatunk le:

- ha M <1, akkor sgn(dc)=-sgr{dA), vagyis a kozeg akkor gyorsul, ha a
keresztmetszet csokken (és lassul, ha a kereszehetsvekszik);
- ha M >1, akkor sgn(dc)=sg{dA), vagyis a kozeg akkor gyorsul, ha a

keresztmetszet novekszik(!) (és lassul, ha a keretgzet csokken);
- ha M =1, akkor dA=0 és d&t0, vagyis a legdkebb keresztmetszetben az

aramlasi sebesség éppen a helyi hangsebessédgeh(je a-csillag) egyewsl és mivel
itt a keresztmetszet valtozas illetve (az— M 2)egyarélnt nulla, azért a sebességvaltozas

lehet nullatol kilonbdZ — és valdban: a sebesség lefutasnak itt inflexaidja van. (Az
inflexiés pontban a mésodik derivalt értéke nudla,el$ derivalt értéke nem nulla. Az
ilyen pontban valtozik a gorbilet homorurdl dombyarivagy forditva.)

A fenti elemzéstl tehat az a fontos sajatossag dertlt ki, hogy ramkasok viselkedése a
hangsebesség felett Iényegesen kilonbozik a haegsed alatti viselkedést Ezért, ahhoz, hogy
a rakéta-fuvokaban folytonos gyorsulast érjinkaekeresztmetszetnekoskor csdkkennie kell,
majd a hangsebesség elérése utan, a tovabbi gdersutiekében nodvekednie kell. Ehhez
természetesen az is szikseges, hogy az ellennyomas a tartalynyomashoz képestpy)

elegenden kicsi legyen.

Hatarozzuk meg a tartaly-allapot és a csillaggi&kett, un. kritikus keresztmetszet (ez azonos a
legsdikebb keresztmetszettel) &llapotj@lz kozotti kapcsolatot. Induljunk ki az energia
egyenletbl:

*2

cT—cT*+— cpT+— c;)‘i'+KRT (14.14)

2

Fejezzuk ki ebdl az egyenletdl a tartaly lbmérséklet és a kritikussmérseklet viszonyat:

. c .
T p - 2 © k=14 esetben T—:0.833 (14.15)

TO C +LR K+1 0
2

p

Fontos észrevenni, hogy a helyi hangsebesség.6)(14etve (14.8) alapjan — admérseklet
valtozasaval egyutt valtozik. Hatarozzuk meg, hbggyan viszonyul egymashoz a kritikus és a
tartaly hangsebesség:

a=vkRT = i:\/f:,/i;
a, T, k+1

Kk =1.4 esetben %: 0.913;

(14.16)
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A gyakorlat szempontjabdl a legfontosabb a tantgynas és a kritikus nyomas viszonya:

P _ (T—j = (ij " k=14 esetben P-=0528 (14.17)
Po Ty K+1 Po

Leggyakrabban a kritikus nyomasviszony alapjanetiemegitélni, hogy egy aramlasban
létrejon-e, létrejohet-e a hangsebesség, vagy elettfsebesség is. Nyilvanvaldan ennek a
szlikseéges feltétele az, hogy a nyomasviszony Kisglyen, mint a kritikus nyomasviszony:

P P (14.18)

P B

A Laval-c$ fent vazolt nikodésének tehat szikséges feltétele az, hogy a@ytaypmas a
kornyezeti nyomashoz viszonyitva elég magas leghienez a feltétel teljesul, akkor kialakul a
hangsebesség feletti aramlas. Ennek az aramlasoedbhbi elemzését az Erdékb a
szakirodalomban talalhatja meg (pl. [4], [5], [A5]).

A 14.3 abran feltlintettik a maximalis kiaramlasbességet iscf,,, ). Ezt a sebességet az

energia egyenletth szamithatjuk, ugy, hogy feltessziik, hogy a tetg$aly entalpiabdl mozgasi
energia lesz, azaz az 6sszes, rendezetlen mozygiez ett lesz:

2
c,T, = M2AX — %szm; (14.19)

A Laval-c$ben kialakuld aramlasban tehat a kritikus keretesttgellem®i és a legnagyobb
(elmeéleti) kiaramlasi sebesség csak a tartalyallepaz anyagjellenik fuggvénye. E tényeknek
tobb szempontbdl is nagy a gyakorlati jetedge.

Szamitsuk ki egy Laval-6bdl kilépé sugar sebességét:
2
=X+6T = 6 =y26(T- 1) (14.20)

A (14.20)-at, izentropikus kiaramlast tételezvie dekdvetke#d maodon is felirhatjuk:

=26 (T-T) = 2(;,];(1— Oj

= 2% Ry 1—(&jk : (14.21)

Laval c$hdz hasonl6 geometria — természetesen — mas esetekleballhat. llyen lehet pl.
egy lapatracs s$kul6-bovilé aramlasi csatornaja. Masrészt, csonka Lavéheds tekinthetjik
azokat a kiaramlasi keresztmetszeteket, amelyags#ikebb keresztmetszetnél érnek véget (pl.
egy szelep). Egy ilyen, pl. szelep esetében a &il@presztmetszet egyudttal a kritikus
keresztmetszet is, ahol tehat a kritikus jelléknallnak eb. Pl. a kilépési sebesség egyeldsz a
(kritikus) hangsebességgel, hacsak a nyomasvisazénigikusnal kisebb, vagy egyénl
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14.2. A Bernoulli egyenlet és az 6sszenyomhat0sag

A Bernoulli egyenletet a 7. pontban vezettik bdgldnos alakja az 6sszenyomhatd kézegek
aramlasara is vonatkozik:

.[[%j ds+[%}1 —Jl' (cx rote)’ ds+[U]f +J;%)—Jl- d ds=0; (7.19)

A gazdinamikaban (7.19)-nek altalaban csak a migsdotodik (utolso étti) tagjat tekintjik
(a tobbi tag ezekhez viszonyitva rendszerint elagaihato):

272 2
{C_} +Iﬂ’:o; (14.22)
271 p

Ennek az egyenletnek a bal oldali masodik tagj&tilénboz tipusu allapotvaltozasokra —
integralni lehet. Tegyik fel, hogy az aramlas fohgen 1étrejov allapotvaltozasok izentropikusak.
Ekkor a széban forg6 integrélt a (14.7)-nél alkalatedsszefiiggés segitségével szamithatjuk ki:

fﬂ): 2 pi_//( dp __ pil//( K |:p(1_1/,():|p2 —
R -

P
Uk = = 71 (14.23)
__B xS 1{&} K _pll_(_pzj .
p k-1 P K=1p, P,

A (14.23) szerinti eredményt helyettesitsik vis€k4.22)-be (és helyettesitsik az altalanos
gaztérvény szerint a nyomas é&iség hanyadosat a gazalland6é és az abszéhmetséklet
szorzataval):

k-1

G _G|_ K B[R] ,.

2 2] k-1p| (p ’
k-1

= 6= Cf+K2—fl RT 1-{%} it (14.24)

Specialis esetként valasszuk a?’-gs pontot a 14.3 abraQ” pontjaval azonosnak (itt, a
tartalyban a sebesség nulla) és21-gs pontot a K” ponttal azonosnak. Ebben az esetben a
kidramlasi sebességre vonatkoz0, korabban madeauenetett (14.21) képletet kapjuk:

k-1

_ |, K P | * |
c, = |2—RT|1-| — : 14.21
K 1 b (Do] ( )

A kidramlasi sebesség harmadik uton tdfteramitasahoz induljunk ki a (7.219tb
2
CL K P_ K Bo_y
2 k-1p k-1p,

(Legyen az index nélkuli jellendk indexe a K” és a null-index pedig aQ”)

(7.21)
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Ezzel:
o =25 P 1_(&&] - 1_(T_KJ ; (14.25)
K—=1p, P« Bo K=1p, To

Az igy kiszamitott kiaramlasi sebesség — terméseet — azonos a (14.21)-ben mar (kordbban
kétféleképpen is) kiszamitott kidramlasi sebesdéddgyanerre a kiaramlasi sebességre jutnank
(7.22) alkalmazasaval is — ennek részletedésetkissé hosszadalmasabb szamolas miatt itt
eltekintink. Az eredmények azonossaga megmutadigy igyanarra az eredményre kilonboz
(megengedett!) utakon is eljuthatunk.

Vizsgaljunk egy aramlas lehetséges sebességeiz2) kifejezeés alapjan:
C2 a2 ag
—+ =__J -
> el x-1 (7.22)

Osszuk el (7.22) bal oldalanak mindkét tagjattdjoldallal — akkor egy ellipszis egyenletéhez

jutunk:
2

2
Cc a
—_— | +|—| =1;
3, 2 %
k-1
— amelyet a 14.4. abran abrazoltunk is:

A A Hangsebesség alatti
aramlas _ M=1
. P (c.al )

0 /
Szubgzonikits Hangsebesség
feletti
dramldas
Szuperszonikus
aramlas

M =5

/ —

’ __— Hiperszonikus daramlas| €

(;"\-J = tan o:) a / 2
.|

14.4. dbra — Sebességi ellipszis

A sebességi ellipszist feltintetl4.4. dbran a Mach szam (definicidja alapjan kénny
belathatd), hogy az éppen-val jelzett sz6g tangense. Eszerint a vastagagi (fonallal kiemelt,
45°-0s egyenes éppen az 1-es Mach szamnak felel mpedelbtte, balra a hangsebesség alatti,
jobbra alatta a hangsebesség feletti aramlas tartpantalalhatd. Az utdbbi tartomanyt tovabbi két
részre osztja az 5 koruli Mach szamot gelonal: felette a szuperszonikus, alatta a hipenkos
aramlasok talalhaték. A hiperszonikus aramlasokbanszuperszonikushoz képest tovabbi
jellemz, hogy itt jelends a gazmolekulak disszociacioja is.

A maximalis kiaramlasi sebesség (14.19) szeriifgjdzéseét felirhatjuk (7.22) alapjan is —
figyelembe véve, hogy a nulla statikusnérséklethez nulla hangsebesség is tartozik:
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Cuax =801/Ki_1; (%\/K—Z_l:\/KRgK—El:\/zlf—_ngz [2¢ I]

Es ez pontosan az a sebesség érték, ahol az isllmsizszintes, ,c” tengelyt metszi. Ez az
ellipszis nagytengelye, hiszen a gyokjel alattiejgzés éréke nagyobb, mint egy 2.23€, ha
k=1.4).

Az ellipszis kistengelye éppen a nyugalmi allapatitartozé hangsebesség, — ez a

fuggdleges tengely és az ellipszis metszéspontja éslegnagyobb hangsebesség is. A nyugalmi
allapotot gyakran tartaly-allapotnak, vagy torléppesetleg megallitott értéknek is nevezik.

Hangsulyozottan csak példaként tekintsink egyaliy6l induld, gyorsulé aramlast. A
tartalyban 166 homeérséklet (pl. 14.8 szerint) meghatarozza az indajldrangsebességet.

A kozeg ebsz0Or a hangsebesség alatti sebességeken gyorswzetlipszis kezdeti szakasza.
Ezen a szakaszon a sebess@égvagyis egy képzeletbeli pont az ellipszis mentdbra mozog),
€s a hangsebesség valamint ezzel egyitreetséklet csak mérsékelten csokken.

A fent, példaként tekintett tartalybol tortekiaramlas egy (megfel® Laval csovon keresztil
valésulhat meg — e Laval &degsdikebb keresztmetszeténél érjik el a hangsebesdegeaiz
M =1egyenes és az ellipszis metszéspontja.

Ezutan érink a szuperszonikus — hiperszonikusntemyba. A sebesség itt tovabb novekszik,
mikdzben a hangsebesség egyre rohamosabban csdldtamészetesen a hangsebességgel egyiitt
csokken a statikusdmeérseklet is.

A hémérséklet és a hangsebesség csokkenésével egyigksmik a Mach szam. Mivel a
legnagyobb kiaramlasi sebességnél a hangsebedt®gpmart itt a Mach szam értéke végtelen.

A nulla statikus Bmérséklet nulla statikus nyomast és — valamilyeh, ipentropikus
allapotvaltozas alapjan — nulldiréséget jelent. Mivel a kiaramlasban véges szamuerém
maximalis sebességgel rendezett mozgastivéggzecske vesz részt, azért a Kilégllletnek a
végtelenhez kell tartania (hogy ixréség értéke a nullahoz tarthasson).

14.3 Testek korul kialakulé szuperszonikus aramlas

A (14.13) kifejezéssel kapcsolatos megallapitaslapjan bemutatjuk, hogy szuperszonikus
aramlasba helyezett siklapon hogyan keletkezik khajtées. Az aramlast tovabbra is
surlédasmentesnek tekintjuk. A 14.5 abran lathatdlasszoggel rendelkéz siklapot
hangsebességnél nagyobb sebdsély, ) megfluvas éri.

A siklap az aramlast két részre osztja. Adetsz 6vil6 keresztmetszét ott a kozeg gyorsul.
A gyorsulas expanzié hullamokon keresztil jon léthe expanzié egyuttal aémérséklet és
emiatt a hangsebesség csokkenését is jelenti.AZgxpanzid (gyenge vagy elemi) hullamok az
abran vazolt médon 6nallbak maradnak és a gyorsutidpia ndvekedés nélkil megy végbe. A
siklap végénél a falsaramlas sikilé keresztmetszétlesz, vagyis lassul. Idealis kbzeg esetén
éppen az eredeti sebességre lassul vissza.
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Expanzié hullamok
(gyenge hullamok)

[
)

Kompresszié
hullam

>M,

Kompresszio WY

hullam (er8s hullam) Y
Expanzié hullamok
(gyenge hullamok)

14.5. abra — Siklap szuperszonikus aramlasban

A lassulas kompresszié hullamon keresztil jorelétregy kompresszié hullam Iényegében
végtelen sok, egymasra torlédott elemi hullam Gssge és ezért a rajta keresztul aramlo kbzeg
entropiaja véges értékkel ndvekszik, illetve mélsnezok is — pl. a hullamra méleges sebesség
O0sszetet — véges értékkel valtozik

A siklap alatt, a SKUl6 keresztmetszet miatt a kbzeg egy kompresszio rhatakeresztul-
haladva lassul. A siklap hatsé élénél pedig exdanailamokon keresztil haladva gyorsul, ideélis
kbzeg esetében az eredeti sebességre. Ezzeloaételalsé aramlas mintegy "talalkozik", és az
eredeti, zavartalan sebességgel (egyitt) haladbova

A siklap feletti, gyorsabb aramlas nyomasa kiselabalso, lassabb aramlas nyomasa nagyobb
lesz. Ennek, a siklap hossza mentén lényegébemdallayomaskilénbségnek az eredménye a
felhajtoets (F), amely a fenti siklapon keletkezik. A valésdgaizégek aramlasa esetén, a
felhajtoets mellett, természetesen ellenallas isrkeletkezik.

Kompresszié
hullam (erés hullam)

M, >1

A "

rP>r,

Kompresszid
hulldam (erds hullam)

14.6. abra — Kils 6 sdirités d diffazor
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A 14.6. abran lathaté aramlas egy, szuperszordkaslasba helyezett ék (vagy kup) korul
kialakul6 (igen vazlatos) aramkép. A test az aramiganyat megvaltoztatja, @il
keresztmetszet jon létre, ahol a sebesség enndielelégn csokken, a nyomés pedig ndvekszik.

A sebesség csokkenésekor (lassulaskor) a kdzegrkeszid hullamon keresztil halad,
ekdzben nyilvanvaléan veszteség (és entropia ndéshas keletkezik, de a szerkezet, az aldpvet
funkcidjdnak megfelélen a nagy sebességgel ékkddizeget lefékezi, mikbzben a nyomasat
megnoveli. Az ilyen eszkdzt — amely eszkdz sebesséigkenés aran nyomasnovekedést aliit el
— difftzornak, jelen esetbeszuperszonikus diffizornaknevezzik.

_— ]
Merdleges kompresszid —

Ferde kompreasszic —
Adldmok

hudldm

Merdleges kompresszid —

Aulidm
R |

14.7. abra — Hajtém i belépés

A gyakorlatban ilyen, kutssiritédi diffizort a nagysebess@&g szuperszonikus — repigiepek
hajtomiveinek belépésénél alkalmaznak. Belathatd, hog@ssulaskor keletkézveszteség annal
kisebb, minél tobb lépésben torténik a sebesséickentése. lllgileg az is cél, hogy a keletkez
kompresszio hullamok egy ponton (rendszerint adhdjtbelé@ nyilas kil$ peremén metsszék
egymast — 14.7. abra.

A (14.10) kifejezés szerins{n 8 =a/c) a kompresszié hullamok ferdeségére jellén szog
ugy novekszik, ahogyan az aramlas sebesseptft a helyi hangsebességhe?.(Masrészt egy-
egy Ujabb hullam egy-egy Ujabb zavarastdl indul. @zolt esetben a zavarast a klUpossag
valtozasa, a felllet torése jelenti.) Vagyis azbhjadrések Ujabb lassulashoz és egyre kevéshé
ferde kompresszié hullamokhoz vezetnek.

A példakeént vazolt harom (egyre kevésbé ferde)kesszio hulldam utan kodvetkezik egy un.
.-meréleges” kompresszio hullam: ez utan a hullam ut&dzeg sebessége a hangsebesség alatti
ertéki lesz, ebtte pedig még hangsebesseég feletti volt — a huldteimat ac = arelacio érvéenyes,
illetve ennek megfeléen: sinB=1 = [ =90lesz. Ezért, illetve ilyen értelemben nevezziik

ezt a hullamot méiegesnek. Egyébkeént altalaban is igaz, hogy a ledmegséget méeges
hullamon keresztll lehet atlépni. (Erre példa & bal alsé rész-abraja is.)

A repubgépeken egyébként a kdzponti kipos testet nagyebbsségnél ée mozditjak,

kisebb sebességnél hatrébb huzzak, azért, hoggea hellamok a belépnyilas kil$é pereméhez
érkezzenek.
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14.4. Mes6leges I6késhullam

A merleges kompresszid hullam esetén létréj@vamlasi viszonyok szamitasahoz induljunk
ki az energia egyenlet (7.20) szerinti alakjabol:

c? .
SrGT=6T= all (7.20)
Alakitsuk at ezt az egyenletet:

¢t K ,
TO:T+2—;esm|veI,g:— R ezért

Co -
2 2
To_q4 C :1+%K_F;T; - T, T(1+K—1Mj (14.26)
T = 2Tg o1 K R 2
k-1
o i icg
: —

1 i ipl

P i ipl

Lo L .

14.8. abra — Mer éleges kompresszi6 hullam

Legyen a 14.8. abran vazolt elders felllet szamitasba veefdésze egysegnyiA=1). A
meileges kompresszié hullam jelletiimek szamitasadban felhasznaljuk a folytonossagetiyt
(14.27):

G =GP, (14.27)

Es az impulzus tételt (14.28):
~CIo*+ Cop, = P Py (14.28)

Tovabba az energia egyenletet (14.29):

¢ 2 (14.29)

L=T=T= 2+6T=2+¢T;

A (14.29) energia egyenlet — adiabatikus viszoaydé&ltételezve — azt fejezi ki, hogy a be- és
kilépé energia azonos. A folytonossag torvénye, a hamgsély egyenletének (14.8), az idealis
gazra vonatkozo altalanos gaztérvénynek a felhdszdnéal az alabbi alakban irhato:

pl M‘/KR = p2 M‘/KR (,0—— ése Ma& Mk R}; (14.30)

Vezessik be a Mach szamot az impulzus tétel kiésgbe:

95



14. Osszenyomhaté kidzégamlasa

P, +GP, = Pt GPL = Pt éRL%: Pt QR&T;
2

p2{1+ F;:gzrj: pl(l+%[] = p2(1+/(|\/|§): p_L(1+K Mi) :
2

(14.31)

Az energia egyenlet (14.29) szerint a két, tefi@mérséklet azonossaga alapjan, felhasznalva
(14.26)-ot, irhato, hogy:

L_1+[(K—l)/2]|\/|12 |

T1{1+|:(K—1)/2:| Mf} =T :T2{1+[(K—3|) /2:| Mg} = T _1+[(K—1)/2:|M22 |

(14.32)

A (14.30), (14.31) és (14.32) felhasznalaséavaitetjk egy olyan ésszefliggésre, ahol mar csak
a Mach szamok szerepelnek:

Ml K_l 2 M K_l 2
1+ M = 2 |1+ M ; 14.33
1+KkM? V2 +aM2\T 2 ( )

A (14.33) nemlineéaris egyenletnek két megoldasa, va@z el§ (trividlis) megoldasa az
M, =M, eset, ezt nem érdemes vizsgalni.

A masodik megoldas a gyakorlatban is fontos, ahnrammetleges kompresszio hullamogi
aramlas Mach szamabdl a hullam utani, hangsebesaég aramlasra érvényes Mach szamot
szamithatjuk ki:

_(k-)Mi+2.
M -(k-1)°

: \
3,5

(14.34)

c 9
: \
N 3
)
£ \
g 25
=
g 2]
E 1,5 A
\@©
0 1 —
N T
Q
<<
w 0,5 1
0 T T T T
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Tavozé aramlas Mach szama

14.9. dbra — Mer éleges hullam el 6tti és utani Mach szamok

A 14.9. abréarol lathatd, hogy az egyik s#élssetben, amikor az érkezaramlas pont
hangsebességgel joM( =1), akkor a tavozé aramlas Mach szama is 1 leszberelaz esetben
semmi sem valtozik. Novekvéerked Mach szam esetében viszont egyre kisebb lesz adav
aramlas Mach szama — azaz a ¢teges kompresszid hullam annal jobban lelassifi@zeget,
minél gyorsabban érkezik. Ezzel egyltt, a lassitéagté@kének novekedésével az entropia
novekedés is, hatvanyozottan ndvekszik.
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Szamos aramlastani feladatban jatszik jéendézerepet a dinamikus nyomas, amelyet az
0sszenyomhato kozegek aramlasakor a Mach szam l&rngezeti nyomas segitsegevel is
kifejezhetiink:

:_pMZKRT

pce KR
2 RT 2

K 2
=—pM*~; 14.35
RT > p ( )

C2
Q—pz—

|

Tekintsiik az aldbbi, igen egysigréldat: Legyen a kdrnyezeti nyomas (a statikus nyomas)
értéke 101kPa=1.01010Pa és legyen a Mach szam 0.7. A feladat a dinamikysmas
kiszamitasa:

q :1—;1.01516 [00.7= 0.34B6 TPa= 34ka

Adott esetben a (14.35)-tel tortéiszamolas sokkal egys#bb, kulondsen, ha figyelembe
vesszuk, hogy pl. a nagyobb sebességgel tempibgépeken a statikus nyomas mellett a
repulési Mach szamot is mérik.

14.5. Osszenyomhato folyadék aramlasa rugalmassegzetékben

A kovetkedkben a rugalmas anyaguoeszetékekben aramlo, 6sszenyomhato6 folyadékokban
eléallé nyomashullamokkal foglalkozunk. Ez a jelenségfjsorban a hosszu @gezetékek hirtelen
zarasakor valik fontossa. Definialjukekor a folyadékok térfogati rugalmassagét ([6]ister

o-_B8p _ 8P £=_y. 9P (14.36)

—
(AV/V) AV dv
Tekintsik példaként a vizet, ennek térfogati rogedsagakE, 12.14(10 [N /mﬂ :

Hatarozzuk meg a folyadékokban a hang sebesdgidéliunk ki a folytonossag tételéb

m=pV = dm= o V+p d\=0 = 3—\[/):—6 (14.37)

Helyettesitsiuk be ezt az eredményt (14.36)-ba:

E:—V%:—V@%:—Vé(—ﬁj =p ﬁ
dv do dv \

innen:

a= \/E (vizre: ~ 146{r—nD (14.38)
P S

A kovetkedkben egy hirtelen zarasi folyamatot vizsgalunk med.4.10. 4bra fetsrészén a
megallitott folyadék-rész (szinezve) lathatd, agk® részen a folyadék dsszenyomodasa miatti
rovidulést tlintettik fel és az also rész @téguldsa miatti rovidulést lattatja.
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od

¢d

od+Ad

14.10. &bra — Nyomashullam rugalmas cs  6ben

A fent vazolt folyamat hangsebességgel halad ugyara hang terjedési sebességét a redukalt
rugalmassagi modulus alapjan irhatjuk fel, ahol aodyaidék rugalmassaga mellett aécs
rugalmassaga is szerepet kap. A redukalt rugalmess#ulus kifejezése [6] szerint:

1_ 1 .d1 (14.39)
Er Efolyadék 5 Ecé’

(d-acs atmésje, 0-acs falvastagsagp

A hangsebesség pedig, szintén [6] szerint:

¢, E_|E E (14.40)
4

| |
| |
a i i a-tc X
------- —lf— - — - — —— . —— |
p+Ap) i

|

|

|

Hangsebességgel mozgod
ellenérzd felulet

14.11. dbra — Nyomasnovekedés szamitasa

Valasszunk a 14.11. abran vazolt helyzetnek melgtst egy olyan elledrzg fellletet, amely
hangsebességgel mozog balra. Irjuk fel erre and#té fellletre az impulzus tételt (tegyuk fel,
hogy a ki- és beldpkeresztmetszet kdzdlieg azonos):
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pA(atc)(atg-pAa ¢ a&( pA P A p

mivel m=p A a+ ¢
(14.41)
pA(at+c)c=ApA = Ap=p(a ¢c

(hac< a akkorA p=p a}

A (14.38) kifejezés szerint, ha akér kisebb sedgsgl. vizaramlast hirtelen lefékeziink, akkor
igen tekintélyes nyomashullam allhab;eekintsiik a kdvetkezpéldat:c=10[ny g, tovabba:

a:=1100n/§ ,p= 1000 kg M| = A pF 11019 N /|

Az eredmény szerint, ebben az esetben az altabandulé kdrnyezeti nyomas 110-szerese
all els. Ez egy c8vezetékre igen nagy igénybevételt jelent, ami gyakrem is engedtietneg.

Annak, hogy ilyen nyomashullam éélljon, szikséges feltétele a gyors zarads — vagyis
csvezetékben hangsebességgel térjedvaré hatasnak nem szabad elérnieavégét. Ha pl.
1100 m-es a éshossza, akkor ez a ,révid” ddaz ' masodpernél révidebb idegarast jelenti. Ha
azonban csak 1.1 m az aktudliSshusssz, akkor a zéarasiddek 1/1000 masodpercnél kell
rovidebbnek lennie.

A fentiek szerint a ,gyors” zaras a hosszabb cki@keérdekes — elég hosszbweszeték esetén
kulén gondoskodni kell arrdl, hogy ez a hatas fiéndétre. Gondolhatunk itt arra, hogy a hosszu
csvezetékeken gyakran alkalmaznak olyan, csavarongégdtetés tolozarakat, amelyek zarasa
a mikédési modjuk miatt eleve hosszbtidesz igénybe.

Mintafeladat

A [7] példatarban a 17. ,Hulldmjelenségeléwszetékekben” c. fejezetben 6t példa talalhato,
ebbl a témakaorbl. A 18. ,Gazdinamika” c. fejezet pedig tizenttzdgnamikai témaju feladatot
tartalmaz. Ebben azédés vazlatban egy, a repuléssel kapcsolatos réldégpmutatunk be.

Feladat Egy repubgép kornyezetében a kornyezetintérséklet 220 K. A rep&ih mérheb
ossztimerseklet 320 K. Mekkora a repulési sebességydlamekkora a repulési Mach szam?
(c,=1000J/kg K R=287J/kg K

Megoldas az dsszenyomhatd kdzegek aramlasara vonatkoz@ianegyenlet — (7.20) —

fajhével osztott alakja a kovetkékzéppen irhatd:

C2

2c,

+T=T, (14.42)

A (14.42) kifejezés bal oldaldn az ®&lsag az un. dinamikusémérséklet (kozvetlenil nem
mérhed). A baloldal masodik tagja a statikuérherséklet (ez az aramlashoz képest mozdulatlan,
vagyis az aramlassal egyuttmozgimervel mérhed). E két lBmérséklet 6sszege a jobb oldalon
allo 6sszbmeérseklet (ez torloponimével meérhed).
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A feladatban kornyezetidmérsékletnek nevezetéimérseklet a statikussimérséklettel azonos.
Az osszlimeérseéklet és a statikusmeérséklet ismeretében a dinamikdsniérséklet (14.42) szerint
szamithato:

T, =T,-T=320- 220= 100K ; itt T, =— (14.43)

n
2c,

Innen a repulési sebesség konnyen szamithato:
2

T, = 2°— = c¢=,/2,T,, =/21000100] 447 ¢ (14.44)
C

p

A repulési Mach szam meghatarozasahoz ki kell #aama kornyezeti levégpen terjed hang
sebességét. Ez (14.8) szerint szamolhato:

a=+/kRT 020.05/T= 20.0§ 22@ 2971 < (14.45)
A Mach szam pedig (14.6) szerint, egy$ieer szamithato:
Ma=S=24"m 5 (14.46)
a 297

Az eredményll kapott Mach szam, a helyi hangsélgessasfélszeresével tortemepilést
jelez. Ennél valamivel nagyobb sebességgel repl#tzpangol-francia gyartasu, Concorde tipusa,
szuperszonikus utasszallitd refugp.

A 220 Kelvin fokos kornyezeti dmérséklet egyébként — a Nemzetkdzi Normal Atmoszfér
ertékei szerint — mintegy 10 km-es repulési magassa felel meg. Az ilyen, vagy hasonléan
nagy repulési sebességeket ezen, vagy ennél nagyaipssagokon érik el a refgépek.

A nagy, vagy nagyon nagy sebességek esetén atiremrokai felmelegedés miatt eljuthatunk
a hvhatarnak nevezett hatar-sebességig. Ennél a sghéks# szerkezet felmelegedése miatt
szilardsagi és egyéb problémak jelentkeznek — &tglaban ezt a sebességet atlépni csak
kulonleges moédon lehet. A kérnyezeti leegomeérsekletének alacsony volta segit @dtar
kitolasaban.
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15. Surldodasos aramlasok

A surlodas fizikai értelmezését és a feszlltségzag az 1. pontban vezettik be.
Hasonloképpen mar a 7. pontban ismertettiik a N&t@kes egyenletet — ez a (7.14) kifejezés. A
kovetkedkben csak az un. Newton-i folyadékokkal foglalkozumivel a mérnoki gyakorlatban
eléforduld folyadékok altalaban ilyenek. Nem Newtofelyadékra példa az aszfalt — naponta
lathatok az aszfalton a jafiterhelés hatasara kialakul6 és tartdsan megmaradi@ntok.

Természetesen nagyon sok, masféle, nem Newtoyadék is létezik; ezekkel részletesebben a
szakirodalom foglalkozik.

A Newton-i folyadékokra jellentz hogy a bennuk létrejévcsusztatd fesziltség a dinamikai
viszkozitassal (ez anyagjellehzamelyet megfelél miszerrel mérni lehet) és a deformacio
sebességgel egyenesen aranyos. A legedysresetben ez az alabbi alakban irhaté:

oc
r= ,ua—y; ahol ¢ a dinamikai viszkozités([,u] :N_Zsj (15.1)
X m
A dinamikai és a kinematikai viszkozitas (ez utdhbdinamikai viszkozitds atidiséggel
osztva) fizikai értelmezése az 1-es, beuebgezetben olvashato.

A csusztat6 feszlltség legegy<sudy kifejezéséil gyorsan eljuthatunk a csusztato feszulltséget
Osszefoglalo feszultség tenzorhoz.&Elépesben lassuk be, hogy pl.rg cslsztaté feszlltség a

megfeles deformacios sebességggi () aranyos:

dc, dc .
z-><y ::u(a_)z-l_a_;j =U yxy (152)

Ez a kifejezés részben (fo&, /0y nulla), akkor visszavezet (15.1)-hez. Méasrészt tejézet

4.3.-as abrdjahoz kapcsolodé magyarazat szerinR)(b&n, a zardjelben éppen a megtelel
disztorzios sebesség Osszéteran. Ez, a kontinuum - tulajdonsag pedig megfaléényleges
részecske cserének, illetve kohézidénak.

A feszlltségek indexelésénél a korabban, az (Hife)ezésnél leirt definicio érvényes. (A
feszlltségek indexelése a koveikezlv szerint torténik: az dlsindex megmutatja, hogy a
feszlltség 6sszetéwmely koordinata tengely irAnyaba mutat; a masoudikex megmutatja, hogy a
feszlltség 6sszetémely koordinata tengelyre nigeges sikban fekszik.)

A (15.2) kifejezést mar kbnnyen altalanosithatjdk.Newton-i folyadékokban érvényes, a
surlédast kifeje& tenzor rész:

M = 2yDS—§(ydivc) E (15.3)
A (15.3) jobb oldalanak elgagja (4.8) révid alakjaval irhato fel:
_ S Vi &_
2 2
— yx X y z .
2uDg = 2u ; o, 2y ;
& yzy 5
- 2 2 ’ -
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A féétlon kivili elemek megfelelnek a (15.2) szerimfifisnak, vagyis ezekba tagokbol a
megfeleb csusztatd fesziltség 0Osszétewzamithatd. Ugyanakkor adatld elemeinek a
viszkozitdssal valé szorzata azt jelentené, hogysszenyomddas (vagy a kitagulas) csusztatd
feszlltséget okoz — ez pedig nem felel meg a fizikddosagnak. Masképpen fogalmazva azt
allitjuk, hogy az altalunk vizsgalt aramlastanejeégek korében a kompresszibilitasi viszkozitas
nulla. Ennek megfeléen alkalmazzuk a (15.3) jobb oldalandéwasodik tagot.

A derivalt tenzor szimmetrikus részénalattojadban allo elemek 6sszege éppen a sebesség
divergencigja. Ezért a (15.3) jobb oldalan démasodik tag kivondsaval megszintetjik a
kompresszibilitasi viszkozitast mivel az &lsag Hatldbeli elemeinek 6sszege és a masodik tag
féatlobeli elemeinek 6sszege azonos — &elélk viszont kilonbozik, igy egyittes hatasuk aull

Osszenyomhatatlan kozeg esetében — amikor a foigs@g térvényedive=0— a Newton-i
surlédast kifeje& tenzor rész egyszeen all = 2/ D lesz.

A miszaki gyakorlatban a dinamikai viszkozitas helyaitabb a kinematikai viszkozitast
hasznaljuk:

v=H. dimenzisja [rﬁ/% (15.4)
P
A kinematikai viszkozitds a nevét onnan kapta, yhatimenziojdban csak kinematikai

mértékegységek[('nz/s])szerepelnek. A kinematikai viszkozitas, atmoskfé&i nyomason, a
homérséklet figgvényében lathat6é a 15.1 abran:

25
| | |

Levegd kinematikai viszkozitdsa * 10° W»“J/

2 e

\ —

15

Viz kinematikai viszkozitasa * 10% [m?/s]

0.5 \-
. ———

—q.__h--

Hémeérséklet [°C]
0 I

0 20 40 60 80 100

15.1. abra — Kinematikai viszkozitas, atmoszférikus nyomason, a h émérséklet fliggvényében

A 15.1. 4bra értelmezésének megkonnyitésére sehinegy konkrét kinematikai viszkozitas
értéket: a levef) kinematikai viszkozitasa 2@°-on, 1 bar nyomason kb1.51DL05[m2/s],

dinamikai viszkozitasa pedity8410° [N s / nf].
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Tekintsilk masik példaként a kovetkez a viz kinematikai viszkozitasa 20aC°-on
1.0110°[ m?/s|, dinamikai viszkozitasa pedif10°® [N s / nf].

A leved kinematikai viszkozitasa tbbb mint tizszerese zZ&nék. De ez csak annyit jelent,
hogy a dinamikai viszkozitas — ami a csusztato (fksegre kozvetlendl jellendz— a siriségek
kuldnbsége miatt a viznél tobb, mint 50-szer leagyobb, mint a levémél. Vagyis altaldban a
folyadékokban ébrédcsusztatd fesziltség — ha az egyéb tékyezonosak — valdoban sokkal
nagyobb, mint a gazokban keletkamsusztatd fesziiltség.

Az el részben leirtak szerint a folyékony folyadék dsené a Bmérséklet névekedéseével,
amikor a részecskek @mmozgas intenzitdsanak névekedése miatt egymastiati kertilnek, a
surlédo feszlltség csokken. Ez azért van igy, raeviszkozitds ebben az esetben dénta
kohézios efn alapszik és ez, admérséklet és ezzel a részecskék kozotti atlagosistay
novekedésével csokken. Ugyanakkor, a gazok rétélgmsinaris) aramlasanak esetében, a
homérséklet novekedésévelé na csusztatd fesziltség, mert @mwozgas intenzitasanak
novekedéséveltha megfeled mozgasmennyiség transzport. Az ebben a csusaariilfsegben
szerepd dinamikai viszkozitast anyagjelleidizek tekintjik, ezt a csuUsztatdé feszlltséget a
deformacio-sebességekkel és a dinamikai viszkaatdmtarozzuk meg (15.3 képlet).

A 15.1 4bran a viz és a leveginematikai viszkozitdsa lathatd, méretaranyosnfdran.
Altalaban is: a folyékony folyadékok, illetve a gémii kdzegek viszkozitasanak gorbéje — a
homérséklet figgvényében, allandé nyomason — haséppi#n alakul. Szamadatok kilonb6z
kozegekre [2]-ben, illetve [13]-ban talalhatok. Aszkozitas értékét zart alakban leird formulak
[13]-ban talalhatok.

A feszlltség tenzor — az idealis kbzegnél leittédéigyelembe véve — a kovetkealakot olti:

H:Hid+l'[S:—pE+2,uDS—§(/Jdivc)E; (15.5)

Ez a feszlltség tenzor nagyon széles korben éegény alkalmazhatd példaul a direkt
numerikus szimulacionak nevezett (DNS) igen modewumerikus modszer esetében is.
Hasonloképpen alkalmazhat6 az un. érvénytransegyenlet (numerikus) megoldasaban is. Ezek
az eljarasok régebben, a rendkivil nagy szamit@giggatt nem voltak hozzafértidt— €s ma is
inkadbb elméleti kérdések numerikus vizsgalata kdgds ezen a mddon, a gyakorlati feladatok
megoldasa pillanatnyilag még a turbulencia fogakkarevezetésével lehetséges.

15.1. A turbulencia, illetve turbulens aramlasok

Ebben a jegyzetben a turbulens aramlasnak az ,oljgamlast nevezzik, amelyben a
rendezetlen émozgas mellett, tovabbi, &mozgashoz hasonlé (tehét nulla varhato értel 5.7
kifejezés harmadik sora) rendezetlen mozgas iziket@azonban ez a, turbulencianak nevezett,
rendezetlen mozgas adérmozgashoz képest legaldbb egy (esetleg tobb) nggysidel
intenzivebb. A rend kedvéeért leszdgezzik, hogycgak homogén, izotrop turbulenciaval
foglalkozunk.

A turbulens aramlast céls#en a turbulens sebességingadozasok atlagolasasgialhatjuk.
Szigoruan véve az étheli atlagolas csak &ben nem valtozo aramlasok vizsgalatat engedné meg,
de — szerencsére — részecske szinten elégendosszunak szamité atlagolash iz altalunk
vizsgalando problémak esetében, makroszkopikuseseigen révid, vagyis a gyakorlatban nincs
szlikség korlatozasra.
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Az aramlasi sebességet — a fentiek értelmébettbenfhatjuk egy atlagsebességi® €s egy
turbulens sebesség ingadozasr (

c":X C‘X
c=t+c=|¢ |+|c, |; (15.6)
6Z CZ
A bevezetben kik6tétt nulla varhato érték alapjan felirhato:
T T
lim lj cdt=lim = (t+c)dt=
TooT 5 Tow T 0
T T
=lim = [ cdt+im 2| ¢ dt=c
TﬂooT 5 TaooTO (157)

1T
mert lim=| c dt=0:
TooT

A (15.7) vektor-egyenlet, ez, nyilvanval6éan tagémkis igaz kell legyen, azaz pl. ax’,
komponensre:

3 . -y _
c,=C +C; |Iletve.l|[rl?£ ¢ dt=0;

llletve altalaban:

g, . ¢ 0
¢=|¢, | és lim? G| d=|0 (15.8)
¢ °lc 0

A turbulens mozgas a rendezetimtozgashoz képest (sokkal) intenzivebb részecskéwsde
jar. Emiatt a turbulens aramlasokban a transzplemgeégek (sokkal) intenzivebbek, mint a réteges
(laminéris) aramlasokban. A csusztaté fesziltségelozgasmennyiség transzport kdvetkeztében
allnak eb — ezek a turbulens aramlasokban tehat (sokkalyaldipk lesznek, mint a réteges
aramlasokban. Ez alol kivételt csak a nagyon lak®IReynoldsszadmu) aramlasok jelentenek,
amikor az egyébként magatdl rétegesként alakuldmlasa mesterségesen lesz turbulenssé.
Példakeént tekinthetjik a rovarok szarnyat: enné&daésze, az alakjanal fogva turbulenssé teszi
a korulotte aramld levéy Hasonld példa a zarttéri modellek esete: ekkorturbulencia-szalat
ragasztanak a szarny beléplére. Megemlitjik még, hogy az ilyen aramladsokbanivelt lap
elénydsebb, mint a (vastag) szarnyprofil — és valdlak@r a rovarok szarnyat, akar a zarttéri
modellt tekintjuk, ezek szarnya tényleg ivelt lap.

A teljesség kedveéeért megjegyezzik, hogy a turlmiderak esetenként jeléist szerepe van a
késbb targyalandd, ,levalas™nak nevezett jelenségtébsm. Altalaban, a turbulencia — a
nagyobb energia transzport miatt — késlelteti alst. A turbulencia ilyen médon hasznos is lehet
— erre példakent a kéisbiekben a golflabda sokfelé targyalt kialakitasatatjuk majd be.

Az intenziv (intenzivebb) energia transzport edysb példaul a dcserébkben — az atadottéh

mennyiségének ndvelése révén — lehet hasznos. BEtekben, persze ugyanez a jelenség
nemkivanatos is lehet!
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A turbulencia hasonlé a rendezetlagimozgashoz, mivel a turbulencia is nulla varhatélért
rendezetlen mozgasként foghaté fel. Emiatt a termilaramlasokban (turbulens) nyomastdbblet
jelenik meg. Ez a nyomasttbblet hozzdadddik a msttn tbmozgasbdl szarmazd statikus
nyomashoz.

A turbulencia masrészt (turbulens) csusztato feszijek megjelenését is eredményezi, mivel a
turbulens mozgas kovetkeztében is létrejon a kiddhbsebessdg aramlas részek kozott
mozgasmennyiség csere. Raadasul, a turbulens égbksitenzitasa miatt ez a, turbulens
csusztato fesziiltség a folyékony folyadékokbar&iitm jelensen tdllépi a kohézié hatasat. igy
turbulens aramlasban — akar gaz, akar folyékonyattdk esetében — a csusztatd fesziltség
egyforman, a mozgasmennyiség cserérével magyaazhat

A gyakorlatban igen sokféle turbulenciat talalufdanek megfelélen a mozgasmennyiség
csere is igen sokféle lesz — illetve a turbulensemto feszlltségek nyilvanvaléan fliggeni fognak
a turbulens mozgas jellegét

A turbulens fesziiltségeket e jegyzetben igen exiysa szamitjuk.

y

15.2. abra — Turbulens nyomastdbblet 15.3. abra — Turbulens csusztat6 fesziiltség

A 15.2. abran egyln’ —esellersrzé felulet lathato. irjuk fel erre az impulzus tétgk”
iranyban vett, iflatlagolt egyenletét (a nyomasingadozasoktol eléekistlink):

(6 +c )5+ aJo=-m
(A fellilet egységnyi, ezt ezért nem tlntettik fel).

Vegyuk tekintetbe, hogy a (15.8) szerintiédtlagok ugyan nulldk, de a turbulens
sebességingadozasok szorzatandiétldga (ez ebben a kifejezésben mindig nem negatér)
altaldban pozitiv értéket ad. A fenti kifejezéseatezve kapjuk:

pE=-p-pcc (15.9)

Vagyis a statikus nyomas mellett megjelent egy ¢atynevezzik turbulens nyomastdbbletnek.
Ezt a gondolatmenetet megismételhetnénk &7 ¢s a ,z” tengely iranyaba is: ezekben az
esetekben a sebesség indexe megfehevaltozik. Mivel kikotottik, hogy csak homogénetrop
turbulenciaval foglalkozunk, azért a turbulens ngstibblet — a statikus nyomashoz hasonléan,
szintén iranyfuggetlen lesz.

Tekintsilk most a csusztato fesziltségek alakulégadk fel a 15.3 abra alapjan az impulzus
tételt:

(6. +c) (g + ¢ )o=-1,= pTe="T ;-0 6.5
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A turbulens nyomastdbblet esetében egy-egy a sébdsszetének az dnmagaval vett
szorzatanak az dditlagat kellett tekinteni. Ez nyilvanvaléan nem ai®g azonosan nulla
ingadozas esetén nulla és barmekkora intenzitdérepezitiv értéket ad. A fenti, két, kilonlioz
sebességingadozas-0sszéteszorzataként kiszamitott csusztatdé feszlltség etssz értéke
nyilvanvaldéan akar pozitiv, akar negativ is leliet.a sebességingadozasok alakulasatdl fliigg — de
ennek igy is kell lennie, hiszen ezt a csusztagzifkséget pontosan a sebességingadozasok
hozz&k létre.

Ezt a nfiveletsort is megismételhetjik a tovabbi koordinptaokra. Végeredményben a
turbulens fesziltség tenzort kapjuk:

¢S 6§ GG
m=-plcc €6 G¢| = M=2uP. (15.10)

c,C, CC, GG,

A turbulens csusztatd feszilltség bal oldali kifége az eddig bemutatott fizikai alapokon
irhat6 fel. A turbulens fesziltség tenzor ilyenrieda igen szemléletes és a szimmetria is rogton
lathatoan teljesil. Amennyiben ezt a kérdést asgtdtus mechanika szempontjabdl kzelitenénk,
akkor a sebességingadozasok szorzatainak az adaigaiyleges részecskék viselkedését jellemz
statisztikai tulajdonsagok alapjan szamithatnank

Ebben a jegyzetben elfogadjuk Boussinesq hipagzsni szerint a csusztaté fesziltség tenzor
e részét az 6sszenyomhatatlan kézegeknél megisgnedrhoz hasonlo formaban (15.3 megtelel
része) irjuk fel. Ennek megfet&n, a jobb oldalon a (15.3)-hoz formailag hasond@anm irtuk fel
ugyanezt a tenzort (15.10 jobb oldali rész), deebetjik a turbulens dinamikai viszkozitast. A
turbulens dinamikai viszkozitas szamitasara rendkdokféle eljaras ismeretes — ezen eljarasok
tobbnyire a vizsgélt problémétdél (az ott vegbethéramlastani folyamatoktol) fliggenek.

E tantargy keretei kozott mindossze a legrégebble§egyszdibb, Prandtl féle turbulencia
modellt vezetjik be. Ez a turbulencia modell egginten Prandtl nevéheziZ6dé hipotézisen
alapul:

C'X:=—£aCX és (;:=—(;:€acx
ay oy
(k=0.36, (akeveredésithospz

ahol /=k'y (15.11)

Figyelem: a «” itt a keveredési Uthossz egyiitthatoja, a jegyxets helyein pedig az
adiabatikus kitedt jelenti. E szimbolum hasznalatat az indokolja,gyhoa vonatkozo
szakirodalomban Iényegében mindenitt ezt a jeldMdstznéljak. Véleményilnk szerint, kell
figyelemmel — kil6nos tekintettel jelen figyelenifalasra — az esetleges félreértések elkerikhet

A (15.11) egyenlet_hipotézisamit az alkalmazasaval elért (j6) eredmények alyek!
Szamitsuk ki a turbulens csusztato fesziltséget:

~ 0¢,|0¢ 0¢|0T,
C.C, =12 —% = 71, =pl =%, 15.12
&= ulay = TP ay‘ay (15.12)
A csusztato fesziltséglkonnyen kivalaszthaté a turbulens dinamikai visztés:
/'It = pfz % ) és Vt :fz % (1513)
oy oy
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A turbulens dinamikai és kinematikai viszkozitasakogy annak lennie is kell — pozitiv
mennyiség. Ekdzben, természetesen, a nyomastahtkiuden (ami mindig pozitiv) a csusztato
feszlltség tetsiteges abjelt lehet. Ezt az biztositja, hogy a (15.12)-ben asség derivaltjanak
az abszolut értéke szerepel. A masik, abszolutkemtékivili derivalt ebjele viszont
(matematikailag és fizikailag) meghatarozza a dsti§Zesziltség megfeteklsjelét.

Fontos leszb6gezni azt is, hogy a turbulens kindwaiatés dinamikai viszkozitds nem
anyagjellemé#, hanem az éppen kialakul6 sebességeloszlas fuggvédtz utal a szamitasi
nehézségekre is: a turbulens aramlas sebességskitsak aramlas sebességterének ismeretében
szamithatjuk, mik6zben a sebességtér szamitasahdaudens viszkozitas ismerete sziikséges.

Gyakran szikséges az aramlasok turbulensségérehms tortéfl jellemzése. Erre tobb
lehethiség is ismert, itt csak a legegyd##y, azonban igen nagy gyakorlati jel&sédi a
turbulencia faktort mutatjuk be:

_ 3.85010 (15.14)
RQ(rit.gémb

tf

A nevedben a gomb kritikus Reynolds szama szerepeél Brkésbbiekben lesz sz6. A fenti
hanyados értéke altalaban egynél nagyobb szam él ik@avésbé turbulens, minél simabb egy
aramlas, annal inkabb kozeledik & , érték az 1-hez. A teljesen turbulenciamentes &am

esetén lesztf ” ertéke egy.

15.2. A Navier-Stokes egyenlet

A mozgasmennyiség megmaradasat kitegifferencialegyenletet mar korabban bevezettik:
Ezldivl'[+g; ahol: (7.14)
dt p

1 =-pE+2uDg —(2/3(pdivc) E+ 2uD =TI (+1I +1I ;

A (7.14) egyenlet megismétlése kapcsén itt nyfliddunk az aramlastanban hasznalt feszltség
tenzor részletes felirasara — ez a (7.14) egyeldd#i, kiegészit sor. Ebben a sorban, a kifejezés
kozéps, illetve jobb oldali el§ tagja az idedalis kbzegben értelmezett, csak a Agbtartalmazé
feszlltség tenzor. A kozépsész masodik és harmadik tagja (ezt a jobb oldaadik tagja
Osszefoglaléan fejezi ki) az anyagszerkezeti vigiz&son alapulé csusztatd fesziltségeket
O0sszefoglald tenzor. Végul a kozépesz negyedik tagja, illetve a jobb oldal harmaidigja a
turbulens csusztaté fesziltségeket dsszefoglakiten

Ezzel kapcsolatban megjegyezzik, hogy a (7.14) rdglyetartalma és elnevezése
nagymértéekben flgg attdl, hogy a teljes fesziltsgyorba mely tagokat vesszik be (vagy
hagyjuk el):

Ha:M=-pE=I,; és c=0; - akkor a hidrostatika alap differencial-egyenldt@pjuk,
ez egyébként a (8.1) sz. egyenlet.

Ha: I =-pE=1I, ; - ezzel a (7.15)-0s kifejezésnél mar leirt, Euler
egyenlethez jutunk, amely idealis (6sszenyomhatd)
k6zegek aramlasanak leirasara alkalmas.
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Ha: - ezzel a Navier-Stokes egyenlethez jutunk, mely
_ . _val6sagos kozeg éaramlasanak leirasara alkalmas -

Il = - pE + 24D - (2 3)(p dive) E= legfeljebb a kezelhéség lehet probléma.

= l_[id + Hs ;

Ha: - ezzel a Reynolds atlagolt Navier-Stokes egyealeth
I = - pE + 2D, —(13)(/J divc) E+ jutunk, amely a valésagos kozegek turbulens aralas
424D, =TI, +T0_+11; az atlagolt turbulens fesziltségek bevezetésgadkir

A fenti felsorolasbdl a harmadik tag, a Navierke® egyenlet a legaltalanosabb kifejezés —
minden aramlastani feladatban alkalmazhat6. A jlégyenlettel meghatarozott feszlltség tenzor
ertelmezésénél ezt az altalanossagot mar leszégegiutaltunk arra is, hogy ezt az egyenletet a
gyakorlatban meglehé&ten nehéz megoldani.

A Reynolds atlagolt Navier-Stokes egyenlet ugyaratmaz néhany megszoritdst a Navier-
Stokes egyenlethez képest, de éppen az atlagohyiségek alkalmazasa miatt, jelen pillanatban
a bonyolultabb és kiterjedtebb aramlasok (numejikssamitasara (a tényleges, gyakorlati
feladatok tobbnyire ilyenek) ezt az egyenletet latkkezak. Ezértiinik ugy, hogy a Reynolds
atlagolt Navier-Stokes egyenlet az altalanosabbotetfy mindéssze ezt vagyunk képesek a
gyakorlatban is alkalmazni.

A Reynolds atlagolt Navier-Stokes egyenlet alkalésa megkoveteli valamely turbulencia
modell alkalmazasét is — a jelen gyakorlatban smkaz un.k —& (a turbulens kinetikai energiara
és a turbulencia miatti energia disszipaciora @piahodellt alkalmazzédk — de a numerikus
szoftverekben szamos, mas turbulencia modell idelkazésre all. Ezek a turbulencia modellek
egyébként tobbnyire parcialis differencial-egyesketEzekkel a turbulencia modellekkel itt nem
foglalkozunk.

Vizsgaljuk meg a Navier-Stokes egyenlet dsszenytatlan kézegekre vonatkozé alakjat.
Ekkor, a folytonossag miatjp=all = divc= 0= M =-pE+ .. Szamitsuk ki ennek a
feszlltség tenzornak a divergenciajat (2.4 szerint)

divil =10 = —grad p+(24Dg)0; (15.15)
_@_ Zacx (%4-%} (a_cx_i_%j
ox ox dy 0x dz 0X
= - @ +/j &_’_OCX 2% aC aCz D,
oy ox ady oy az oy
9P (acZ +%j dc, , 9¢ ,9¢,
L0z ] Lox oz ay 0z 0z

irjuk ki a surlédasi tenzor divergenciajanaksedsrat részletesen:

d°c, . d(ac, . 0c, ) a(ac . 9C,
2uD. )0 = 2— X A Yy
(2uD5), ﬁ{ % ay(ay axj EXE axﬂ (15.16)
y ach+ach+ach+ 0(0g,09¢ o,
x> o0y* 97 0 ax 6y 9z
=ulAc,;
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A kozép$ sor gomboly zarbjelben l1é¢ tagja éppen a sebesség divergencidja, ami az
0sszenyomhatatlansag miatt nulla. Ezzel a fentireémyre jutunk, amit egysZeiszamolassal
ellerdrizni lehet (és ajanlatos is!). A masodik és hariadr szamitasaval hasonlé eredményt
kapunk, ezeket 6sszefoglalva kapjuk az alabbi, gyakran alkalmazott kifejezést:

9p
OX Ac
diviT =110 = - 9p +u| Ac, |=—-grad p+uAc (15.17)
oy
Ac,
9p
L0z

Ezzel a Navier-Stokes egyenletnek az aramlastaigeangyakran hasznalt alakjahoz jutunk:

ﬁz—lgrad p+£Ac+g:—i gradp+vAc+g (15.18)
dt  p o o

llletve, a baloldal részletesebb kiirasaval:

(15.19)

2
%+grad(c—j—cx rotc = —lgrad p+vAc+g
ot 2 P

A 7. pontban, a megmaradasi elveknél bevezetett4)7egyenlettel kapcsolatban (is)
leszogeztik, hogy az ilyen tipusu egyenleteknélegyenlet pontos ismeretén til még harom
ismeretkort kell elsajatitani.

Szamitsuk etinek az egyenlet ismeretét. A masodik a megmaraidshogy jelen esetben a
mozgasmennyiség megmaradasa az elv, és a (1518)uéatja meg, hogy a mozgasmennyiség
valtozasanak az oka (forrasa) a ki#s6 impulzusa. llletve a mozgasmennyiség pontosanianny
valtozik, amennyit az ébb emlitett impulzus éldéz.

A harmadik kifejtend rész az egyes tagok fizikai jelentése. (15H&pldala a teljes, totdlis,
szubsztancialis vagy materialis gyorsulas. Ezeillad el$ tag a lokalis gyorsulas. A masodik
tag a konvektiv gyorsulas azon része, amely a ségasmgysaganak megvaltozasabdl szarmazik.
A harmadik tag pedig a sebesség iranyanak megaéthhn| szarmazo gyorsulast jelenti.

A (15.19)jobb oldalanaz egységnyi tomegre hat@leet talaljuk. A jobb oldal etsés masodik
tagja egyltt az egységnyi tomegre hatod fellleit srolgaltatja; ezek kozil az éls nyomas-
valtozasbdl szarmazod, a masodik a surlédashbol szirmegységnyi tomegre hat@.eA jobb
oldal harmadik tagja az erétéreisség, ami — a definicidja szerint — éppen az egységmegre
hato térfogati €.

Osszefoglalva tehat, a baloldal asdddységre & mozgasmennyiség valtozast, a jobb oldal
pedig ennek forrasat, az egységnyi tomegre hét@eejelenti — Ggy, ahogyan azt a fentiekben mar
megfogalmaztuk.

A negyedik pedig az érvényességi feltételeketnjeleA (15.15) kifejezés bevezetésestel
leszogeztik azt a tényt — hogy, ti. a kbzeg Ossmehgtatlan — amit a levezetés soran fel is
hasznaltunk; ennek megfaleh (15.19) csak az allandéréseg esetére érvényes. A kovetkez
l[épésben szamitottuk (15.16)-ot. E szamitasbaszketitast kiemeltik a differencialas elé: ezzel
feltételeztik, hogy a viszkozitas a hely (és eazetbesség-eloszlas) fuggvenyében nem valtozik.
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Emiatt ez az egyenlet turbulens &ramlasra nem gegenmivel a turbulens viszkozitds a
mozgasallapot fuggveénye (is).

Példa — egyszdisitett Couette aramlas

A Navier-Stokes egyenlet zart alaki megoldasanegkeresése, altalanos esetben Iényegében
lehetetlen. Kovetkezik ez részben a Navier-Stokggemet tulajdonsagaibdl (ez egy, igen
Osszetett, nemlinearis, parcidlis differencialedg®n illetve az elképzelhét peremfeltételek
sokféleségéll. A kovetkedkben egy, egészen egyskéeladatot vizsgalunk:

}:

—_— (kicsi)

(kz'cs z') X

~

C

allo lap

15.4. abra — Couette aramlas siklapok kdzott

Tekintsik a 15.4. abran lathatd, két sik lap kbkddlakulé aramlast. Legyen az aramlas
stacionarius, tekintsiink el a t&sseg hatasatol és ervényesek a kovétkgyszeiisits feltételek:

9P ._ .96

ox  Ox

=0;c, =0;p=allando;

Vagyis a nyomas a hossz mentén ne valtozzonxargnyu sebesség 0sszebevsak y”
szerint valtozzon, legyen ay’,iranyl sebesség 6sszebtawllla és legyen aisiség allando.

Ezzel egymérét stacionarius aramlas modelljéhez jutottunk. Adebesség és kis magassag
miatt pedig ez az aramlas (az elég kis Reynolds s#apjan) réteges (laminaris) lesz.

A (15.19)-cel adott, 6sszenyomhatatlan kézegreatkmzd Navier-Stokes egyenlet bal oldalan
a teljes gyorsulas all. Szamitsuk ki ezt az (5ifgjdzés szerint. Mivel az aramlas stacionarius,
elegend a konvektiv gyorsulast vizsgalni:

dc,/ox 0¢ /oy 0¢/0Z|| g 0
Dc=|dc,/ox d¢,/dy d¢/aZ| 0|=0=|0];
dc,/ox dc,/dy dc/az|| 0 0

Vagyis (15.19) bal oldala nulla. A tovabbiakbaNavier-Stokes egyenlet harom rész egyenlete
kozil csak azx’ iranyban felirhatd rész egyenletet tekintjuk, treemasik két iranyban azonosan
nulla eredményre jutunk. (Ez kovetkezik abbdl isgy ez az aramlads egyméredramlasként
kezelhed). A nyomas-gradiens a feltétel szerint:

1ladp

—lgrad p > —-——=0;
/Y P OX

Ezutan az egységnyi tomegre hato, surlédasbanszir eét szamitjuk ki:

2
vAc = v(acx+acj I/(O acxj CX

x> oy oy oy’
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Mivel az egységnyi tomegre hato tomegved (téresség —g) nem kell szamolnunk, a feladat
matematikai modellje és a megoldas altalanos akkfavetke# lesz:

a%c, . d’c,
;= v

ay* dy?

A feladat masodreridparcialis differencialegyenlet, azonban, mivelkcegy fuggetlen valtozo

maradt, ezért elegeficegy masodrerig kb6zonséges differencialegyenletet megoldani. Emdet
alaku megoldasa, egyént két, hatarozatlan allandéval lathat6 a jobb lolla

O=v =0 = c,=atby;

Az allanddk a peremfeltételek segitségével hat@idk meg:

y=0=¢=0=Db=0; és yIo= ¢= g= &C—JO

A keresett megoldas tehat:

Cx(y)=%°y;

A feladat egyszéiségének megfelén a megoldas is igen egydzeaz egyetlen, nem nulla
sebesség Osszetewa keét lap kozott linearisan valtozik. (A pereméédieknek valé megfelelés
egyszeii rapillantassal elleirizhe®.)

Hatarozzuk meg még a csusztato feszultség alakutas

oc dc, G

=yu—X=pu—=>=4-2=24all o}
7(y) ﬂay ﬂdy H allando;

Ez az aramlas igen egystiebevezei lépés, ebbe az iranyba |épve tovabb a csapagyak
hidrodinamikai kenéselméletéhez juthatunk el.

Példa — Stokes féle probléma megoldasa

Vizsgaljuk azt az aramlast, ami a 15.5. 4bra szeegy siklap felett, d< y<oo féltérben
alakul ki. Tegyuk fel, hogy az abra sikjara flegesen semmi sem valtozik.

J,‘

-

c(r)=c,cosar

15.5. abra — Stokes féle (2) probléma

Hanyagoljuk el a térésséget ¢:=0) és tekintsink el a nyomas valtozasatol is
(gradp:=0 = p=p,). A Navier-Stokes egyenlet ebben az esetben abbiala@alakra
egyszeiisodik:

dc, _ 0°c, .

ot ay? '’
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Peremfeltételként a siklaphoz toérapadast fogalmazhatjuk meg, ami szerint yaz 0
koordinatanal (mindenx; ertékre) a kozeg sebessége a lap sebességéeslkegy

c,(0,t) = coswt ; (w alaplengésének korfrekvencif

Vegyluk észre, hogy az alabbi fliggvény kielégiti kandul6 masodrendl parcidlis
differencialegyenletet:

c.(vt)=ge“codwt-ky ; hacsakk=2v/w;

A megoldasfiggvény ay — « esetben az azonosan nulla értékhez tart, vagyia &zikai

elvarast is kielégiti, ami szerint a laptdl tavoalad annak hatadsa nullahoz (jelen esetben a
nyugalmi allapot) kell tartson.

Helyettesitstik bek ” értékét a megoldasfiiggvénybe, hogyadljon a végleges alak:
¢, (y.1) = g e/ cos(a)t—J Y/w )a |

A Stokes-probléma a gyakorlati alkalmazasok mefl@itos teszt esete lehet egyesibien
valtozé aramlasok szamitaséra alkalmas numerikasnedeknek.

15.3. A hasonlosag elmélet

A Navier-Stokes egyenlet parcialis differencialeghet. A matematikaban a korrekt ikiési
probléma definici6jdhoz hozzéatartozik a perem égzdég feltételek megadésa, valamint a
szamitasi tartomany Kkitése. Ezek a gyakorlatban rendkivil sokfélék ledetezért a (7.14),
esetleg (15.19) egyenlet altalanos megoldasa @adskesetre ismert. Napjainkban ugyan nyitott a
numerikus megoldas leléstege, azonban szamos esetben eldgemad korabbi meérések
eredmeényeire tamaszkodva végezhetliink szamitasokat.

A mérési eredmények felhasznalhatosagat allapithateg a hasonlésag-elmélet segitségével.
Tekintsik a (15.19) egyenletet és definialjuk méfkalon jelblés nélkil) és a tervezett
felhasznalas (ennek jelledizcsillaggal jel6ltik) kdzott a kovetkézatszamitasi tényéket:

r=r'M; c=c'M; g=gM; (15.20)
P=pM,; p=pM, v=UM,
az idd atszamitasi tényée ezzel M= M/ M
Ezekkel az atszamitasi ténykkel felirhatd a mérési esetre vonatkoz6 egyenlet:
MZdc _ M,

(15.21)

— = i*grad* p +—MVIZ/|°V* K¢ +M,Q
M dt MM p M

o'V r

(i) (ny) (s) (19

A (15.21) egyenlet egyes tagjai ala, zarojelbeagefizikai tartalmara jellendzjelet irtunk: az
»1” az egységnyi tbmegre vonatkoz6 tehetetlenségir€ia) ebt, az ny' az egysegnyi tomegre
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vonatkozd, nyomasvaltozasbdél szarmazi, ez ,s' az egységnyi tdmegre vonatkozd, surlédashbal
szarmazo éit €s vegul atg” a téretsseget jelenti.

Két jelenség pontosan akkor hasonlo, ha a mozgéskgik csak egyetlen, konstans
szorzéban kulénbozik. Ez pedig pontosan akkordaljeha:
MZ_ M, MM (15.22)

= v_c¢c=M
M MM M 2 9

() M2 M2 MM, o _cr (15.23)
(s) M, MM, M v

Ez az Ré€-vel jeldlt, Reynolds szam. Ez egy hasonldsagiékim, ami a tehetetlenségi és a
surlédasi ek viszonyét fejezi ki. Itt csak megemlitjik, hogatisztikus mechanikai értelemben a
Reynolds szam a makroszkopikus sebesség és hagsiletae a mikroszkopikus sebesség (a
részecskék dmozgasanak atlagsebessége) és a hosszusag (kézapad Uthossz) hanyadosaval
aranyos:

cr
Crh rksz
ahol: c, - a reszecskék rendezetlefntozgasanak

atlagsebessége;
o~ a részecskék kdzepes szabad uthossza.

Re~ (15.24)

Szamitsuk ki a tehetetlenségi”),és a nyomasvaltozasbol szarmazay(), eréket jellem
hanyadost:

(i) :Mc2 Mer:Mcsz N Eu:CZp (15.25)
(ny) ™M, M, M p

p

Ez az Euler-szam. Az Euler szadmot — bar kevéshéki@rt, mint a Reynolds szadm — igen
elterjedten alkalmazzak példaul a felhajtberagy az ellenallas tény&zszamitasanal. Eir
bévebb ismertek a 18. pontban talalhatok.

Hatarozzuk meg a tehetetlenségi”)(,és a térafsségbl szarmazod () eroket jellemz
hanyadost:
(i) _m¢

L
(te) M, M,

r

—~ Fr=_%_ (15.26)

Ez a szamot Froude-szamnak nevezzik. A Froude g&dddul szabad felsZinaramlasok
esetében fontos: ezért ezt a hasonlosagi kritétiugwakran alkalmazzak a hajok aramlastani
vizsgéalataban.

A 15.6 abran — az érdekesség kedveéeért — néhdilgmpd Reynolds szamot, illetve Mach
szamot tuntettink fel. A ,Természet” az 4bra badasarkdban lathato; az emberkéz alkotta
jarmivek jobb oldalon, illetve magasabban is lathatédzekben az esetekben a Reynolds szam,
illetve a Mach szam, néhany esetben pedig mindketgyobb, vagy jeleisen nagyobb, mint a
természetben &lorduld mozgasformakhoz tartozo jelleéngzamok. Természetesen mas példa is
létezik, az abra csak néhany vonatkozast mutat be.
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Nagysebessegl

Hiperszonikus tartomany repuldk

Szuperszonikus tartomany

| —————— Transz-szonikus tartomany Utasszallito
repuldk
Szubszonikus tartomany
Kisrepulok
TS Rovarok Halak Geépjarmivek Hajok

A 2000 _
T LR | L T T T T T
| 10 10° 104 10° 10% 107 108

Re

‘P <
Kuszo Laminaris Turbulens

aramlasok  dramlasok aramlasok

15.6. abra — Reynolds és Mach szam tartomanyok

A (15.18) vagy a (15.19) egyenlet 6sszenyomhatdttizegek aramlasara érvényes. Ezért az
0sszenyomhatésagra vonatkozé hasonldosagi szamonh k@ll bevezetni — ezt a hasonldsagi
szamot egyébirant mar a 14. pontban bevezettik:

Ma=S (14.9)

Ez a Mach-szam, amit az aramlasi sebesség égadimsseg viszonyszamaként definialunk, a
tehetetlenségi és a rugalmaskeviszonyat fejezi ki.

Az 6sszenyomhatd kdzegek aramlasanak hasonlosagafentieken tal még az adiabatikus
kitev6 (x) azonossaga is sziikséges.

Az eddig targyalt 6sszes esetben sziikséges towabametriai méretek hasonldsaga is.

A hasonlésag a hasonlésagi kritéeriumok teljesitgls@érhet el. A gyakorlatban az 6sszes
kritérium egyidej teljesitése — a trivialis esétieltekintve — nem igazan lehetséges. Ezért szokas
az egyes hasonlésagi szamoknal azt hangsulyozgy hely problémakérben fontosak. Ez ad
gyakorlati iranymutatast arra, hogy egy, adott lem®t hogyan rangsoroljuk a hasonlésagi
kritériumokat. El§sorban a fontosnak tartott kritérium betartasarth Keekedni (ez nagyon
sokszor a Reynolds szam, de idedlis kdzeg nagysediedramlasaban ilyen a Mach szam is) és
ha ezutdn mod van ra akkor érdemes foglalkoznblai tritériummal.

Példa szélcsatorna modellre

Tekintstiink egy repdbép szarnyprofilt. A profil hossza a gyakorlatbab théter és a jelleniz
aramlasi sebesség 50 m/s — ez egy kiségep szarnyprofilja lehet. A profil jellenii
szélcsatornaban kivanjuk vizsgalni, ide legfelj@db méter harhosszu profilt helyezhetiink be. Az
a kérdés, hogy milyen sebessége kell legyen asstélndban keltett aramlasnak, ha a kdzeg
(leved) jellemzi a gyakorlatban és a szélcsatornaban azonosnaitkeh

114



15ir®dasos aramlasok

Ebben az esetben a minimum feltétel a geometaaomosag — tehat olyan kismintat kell
késziteni, amely az eredeti profilnak aranyosasikidtett (1/3 aranyu) modellje.

A szélcsatornaban aramlo ledegebességét a Reynolds szam azonossaga alapjanzhaka
meg:

v 1.5100°
A szélcsatornaban aramlé levegebessége tehat:
_ Réusgep? _ 4.970006 (.5111T

=150ny's;
LMODELL 05

CSZ

Ezzel a Reynolds szam azonossagot elértik. Felragoinban egy Uj (jellenéy probléma: a
Mach szam a haromszorosaréttnés ez mar — precizebb méréseknél — az 0sszelayosaly
figyelembe vételét igényli.

Csak megjegyezziik, hogy a gyakorlatban sok olyatcsatorna rikddik, melyben a mér
k6zeg nyomasa eltér a kdrnyezeti nyomastol.
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16. A hatarréteg elmélet elemei

A hatérréteg egy olyan, altaldban jol korulhatéatd aramlasi zéna, ahol a csusztaté fesziltség
hatdsa jelei. Itt meg kell jegyezni, hogy a csusztatd fesegltseletkezésének két, sziilkséges €s
elégseges feltétele van: egyrészt a kdzegnekdggteh viszkozitasa (ez mindig van, de esetenkeént
eltekintiink tle = idealis kdzeg), masreszt kell legyen sebessegikikey. Viszkdzus folyadék
estében példaul, hidrostatikai probléma vizsgatatalem keletkezik csusztato feszultség, mivel
nincs sebesség kuldnbség.

A gyakorlatban létrejavy aramlasokban sokszor igen kiterjedten talalhatfkaro zénak,
amelyekben a sebesség alig valtozik. Ezekben &bénéa csusztatd fesziltség elhanyagolhatéan
kicsi — itt idedlis kozeggel szamolhatunk. Az arasok fennmarado6 része a hatérréteg, ahol a
surlédas hatasat feltétlentl figyelembe kell verkd. aramlési tartomanyok ilyetén felosztasa
Prandtltdl szarmazik, aki ezt a tudomanyteriletdatarréteg elmélet”) 1904-ben inditotta Utjara.

Masik oldalrél kozelitve a hatarrétegben jetsnsebességvaltozast talalunk, ilyen pl. egy
szilard test felszinéhez kozeli réteg. Innen szaihna hatarréteg elnevezés. Természetesen
masfajta hatarréteg is létezikit & sebességvaltozason tuld@rérséklet valtozas alapjan termikus
hatarréteg is definialhatd. Ez utdbbi vizsgélatalzarPeclet szam jut jeleis szerephez. A
Reynolds szamot (15.23)-mal definidltuk, helyetsddd most az ott r,"-nek nevezett
hosszméretetl, "-lel, akkor a Reynolds illetve a Peclet szam lafgse a kovetkédesz:

Re:C_L,
vV
cL A L f
Pe=—; ahol: a=——, a lBmérsékletvezetési tenyge
a PG

Lathatd, hogy a két hasonlosagi kritérium egymasks eléggé hasonld, a kilonbség a
nevedben van (a Reynolds szamnal a kinematikai visz&ezita Peclet szamnal a
hémérsekletvezetési tényezall ott). Megjegyzendl még, hogy az (aramléstani) hatarréteg
vastagsaga jelete mértékben a Reynolds szam, a termikus hatarwetstggsaga pedig a Peclet
szam fuggvénye.

A kovetkedkben a leggyakoribbnak tekintldeta szilard fal mellett kialakulé hatarrétélgr
mas néven fali rétedr— lesz sz6. Ez alapvin réteges(laminaris) vagygomolygé (turbulens)
lehet.

A fali réteg” tipusu hatarrétegben a kdzeg a dlrenergiat ad at, amely energiat a fallal
parhuzamos aramlasra rélegesen, dként a részecske-transzport kovetkeztében létfejov
energia-aram fedez. A laminaris hatarrétegben emamgia transzport — mivel csak a rendezetlen
hémozgason alapul — kicsi. Ezért a laminaris hatégét amikor mar nem képes a szikséges
energia transzportra — turbulenssé valik. Ezt aetmesk nevezzik és mas kritériumok mellett
esetenként kritikus Reynolds szammal jellemezhetjiiivel a turbulens mozgas
nagysagrendekkel is intenzivebb lehet, min6mbrgas, azért itt az energia transzport is (sokkal)
intenzivebb. Amennyiben az aramlas fenntartasah@z eenergia transzport sem eledggrakkor
jon létre a levalas. A levalasban makroszkopikusetii@rvenylések alakulnak Ki.

A hatarréteg elmélet legnagyobléreye — mind a mai napig — az, hogy a hatarrétedkédését
leird egyenletek a kiindulaskeént tekintett folytseag €s Navier-Stokes egyenleteknél egyisber
(sokkal egyszdibb) matematikai modellre vezet. E matematikai miokekelése pedig részint
joval kdnnyebb, részint a ligé szarmaztathatdo eredmények pedig a gyakorlat &zatagalabb
megfelebek (esetenként akar kivaléak is) lesznek.
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Jo példa erre az éaltalaban kevésbé ismert, hgrodramcsomagok esete (pl. PANAIR stb.),
ahol az aramlast a vizsgalt test kornyezetébemddsl! figyelembe vételével (pl. hatarrétegkeént),
tavolabb pedig idealis kbzeggel modellezik. HangsZdndd, hogy a surlédasos aramlasok — itt
hatarréteg — esetében az egyik, igen fontos pelietefea tapadasi feltétel, ami szerint a széls
kozeg-réteg a szilard testtel egyitt mozog (speeidlallo test esetén all). Az idealis kbzegnél
ilyen, tapadasi feltétel nincs, ott csak annyitelekikotni, hogy a kdzeg a szilard fallal (vagy a
hatérréteg kus feltletével) parhuzamosan halad. Ez a két felt§pels fizikai szempontbdl teljes
meértékben megfelé] hiszen biztositja, hogy a kdzeg sebessége alfmsségét (igen gyakran
nulla) indulva, a faltél tavolodva, folytonosanesgl a zavartalan aramlas sebességét.

A Navier-Stokes egyenlet (15.19)-cel leirt alakjad jobb oldal masodik tagjat, ahol eredetileg
a Laplace operator volt — vektoranalitikai azongssdapjan (ez pl. egysZzean szamolassal
ellendrizhe) maskeéppen is felirhatjuk:

de_ 1
5 pgrad p+v rot (rotc ) +g;

A Navier-Stokes egyenlet eme a formajabol lathatgy 6sszenyomhatatlan kézeg esetében a
strlédasbol szarmazo, egységnyi tomegre hatd arv rot (rotc)tag fejezi ki. Az idedlis
kézegben megleh&ten gyakori az drvéenymentességofc =0), vagy legaldbb a Kelvin és
Helmholtz térvények értelmében az 6rvények allaadas Ez részben tehat azt jelenti, hogy az
idealis kdzegben tényleg nincs surlédas. Masrégritzan kimondhatd, hogy az altalunk tekintett

korben a surlédas a rotacio valtozasaval jar eg(ydtt(rotc) #0). Azaz a surlédas — most éppen
a hatarréteg — drvényeket general, a hatarrétegaetéstek mogott kialakul6 ,6rvényes nyom”-ra

éppen az Orvényesség, illetve annak valtozasgdibemzs. Orvényességet egyébként a hatarréteg
mellett jellemzen a valamely térbe befujt szabad sugarak keltenek.

A 10.1 abran egy, valésagos Orvény sebesség-ad@gzi/azoltuk. A fent leirtak tikrében
belathatdé, hogy pl. az 6rvény magban van ugyanci@mtade az allando, a kidls idealis
tartomanyban a rotacié Iényegében nulla — tehaalas@agos orvénynél a surlédas éppen az
atmeneti rétegben lesz jelést ott, ahol az allandé Orvényesség nullara csokkiey

rot (rotc ) 20).

16.1. A hatarréteg egyenlet

Ebben a jegyzetben csak kétdimenzios hatari@téesz szo (sikaramlas). A hatarréteg leird
egyenleteit a Navier-Stokes egyeniidtiiezethetjik le, feltéve, hogy a falra réleges sebesség
komponens ¢,) sokkal kisebb, mint a fallal parhuzamos sebegségeted (c, ), illetve, hogy a

16.1 abra jelolései szerind( )/ox<<d( )/dy, tovabba a vizsgalt hatarrétegbeli aramlas

stacionarius és végll, a t&ehatasa figyelmen kivil hagyhaté é8dham sincs. A részletes
levezetés pl. [10]-ben megtalalhato, a végeredmény:

==(¥p)(ap/ay): (16.1/a)
¢ 0% c06. _10p, 0 ey (16.1/b)
ax Yoy ,oax 6 6 ay)
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A (16.1) két egyenlet all6 differencidlegyenlet rendszert 6sszenyonttetekdzeg esetére a
folytonossag térvényeének kovetkealakjaval kell kiegésziteni:

96,95 _y. (16.2)
ox 0y

A (16.1) és (16.2) differenciadlegyenlet rendszeigarian véve az x” koordinata-tengely
mentén elhelyezkéd egyenes fal esetén érvényes. A gyakorlatban arokisgorbiildt falak
esetében is alkalmazzak. A hatarréteg pedig (sépgssfiljanak vazlata a 16.1 abran lathatd) az

, y " tengely mentén¢, =c (y)) alakul ki.

A (16.1)-ben szerepel a turbulens kinematikaikog#as is, igy az a turbulens hatarrétegekre is
érvényes lesz. E tekintetben persze nagyon foréiesat érvényességet meghatarozd) az, hogy
milyen turbulencia modellt alkalmazunk.

X

16.1. &bra — A hatarréteg sebesség profilja

A (16.1)-ben a Navier-Stokes egyenlet két kompsregyenlete lathatd, a félsorban az y”,

az also sorban azx,’ irdnybeli egyenlet szerepel. Az élegyenlet igen egysZgrszamolni vele
lényegében nem szikséges — fizikai mondandoja aroigen-igen fontos: eszerint a statikus
nyomas a hatarrétegen keresztil nem valtozik. \gagyhatarréteg ebba szempontbdl nagyon
kedveden viselkedik. Példaként emlitve, egy test felszikidlakuld statikus nyomast az idealis
koézeg &ramlasi viszonyai alapjan szamithatjuk —, bggy a test méreteit a Kb targyalando
kiszoritasi vastagsaggal megnoveljik. Ez egyéblarkorabban emlitett, un. hibrid mddszerek
felépitését lehévé téy egyik alapgondolat.

A hatarréteg vastagsaga ) tobbféleképpen definialhato. Az éldefinicid szerint azt azy,”
koordinata értéket tekintjuk a hatarréteg vasta@ysak, ahol a sebesség mar csak (pontosan) 1%-
kal tér el a zavartalan aramlasi sebed8édizt a vastagsdgot a szakirodalomban ,99%-
vastagsag’-nak is nevezik. Ez a vastagség Aaltalaaanx”, fal menti koordinata flggvenye,
méghozza mind laminaris, mind turbulens hatarrésetén ez a vastagsag az aramlési hosszal
definialt Reynolds szam értéekének névekedéséavel n

Laminaris hatarréteg esetén — Blasius — nyomaitaréteg eme vastagsagat az alabbi képlettel
kozelithetjuk:

5=2X -5 lvX :ahol: Rg = %% (16.3)
JRe Cy vV

(c, a zavartalan aramlasi sebesgég
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Innen lathatd, hogy a laminaris hatarréteg vasigas fel mentén, az,’, fal menti koordinata
novekedésévelm Ez a (16.3) masodik alakjabdl, ahonnan a Reyns#dsnot kiklisz6boltik,
rogton kovetkezikA (16.3) kifejezés érvényességét feltételezveparlaris esetbeli fali csusztato
feszlltséget is kiszamithatjuk:

32
7, = O.332L/%,/Rq = 0.33pWV % (16.4)
X

(16.4)-®l pedig az allapithatd6 meg, hogy a fali csusztaéziiltség az x”, fal menti
koordinata névekedésével csokken.

Turbulens hatarréteg esetén, a turbulens részss&fpeloszlasanak kozelitésére az alabbi
formulat (is) hasznalhatjuk (a laminaris alrétetp-2 abra — szamitasara &l tériink ki):

Cﬁy) =(y/o)""; 10°P<Re<10 (16.5)

A turbulens hatarréteg vastagsaga — a szakirodaymman az alabbi képlettel kozelitret
_0.37x.

=g

A fali csusztato fesziiltség, turbulens esetbetekitese pedig a kovetk@maodon lehetséges:

3 ha Re<10 (16.6)

2
:Oézjisp%; ha Re<10' (16.7)

Iy

Kiszamithatjuk a hatarrétdgszoritasi vastagsagats, amely, a 16.2 abra szerint az a faltdl
mért tavolsag, amennyivel az dramlasnak a fali@lébb kellene kezitinie ahhoz, hogy az adott

, X 7 koordinatanal allandé sebesség mellett ugyartérfagat-aram haladjon at.

My Ay

YVYVY

Y YYYVYY

X X

16.2. abra — A kiszoritasi vastagsag
irjuk fel a térfogat-aram egyeigégét:

V=Tcx(y) dy=T ngT ¢ dy | &dyf < oy & (16.8)

% 0
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A (16.8) jobb oldalan az allandé sebességgel iéetbgat aram kifejezése lathaté. Innen a
kiszoritasi vastagsag egysizen megkaphato:

% :CiT(Co -c.()) dy= T{l-%j dy; (16.9)

00 0

A (16.9)-ben kijeldlt integrél elvileg nullatédl géelenig szamitando, a gyakorlatban azonban a
szamitas joval kisebb y,” értéknél abbahagyhatd, hiszen az integraland@véigy értéke
gyakorlatilag zérus lesz.

A szakirodalomban értelmezik még az impulzus éerergia vastagsagot is. Ezekkel, az itt
nem részletezett a mennyiségekkel szokas pl. arétg alak-paramétereit definialni — az alak
paraméterek pedig a hatarréteg viselkedésénekmpdieére (pl. laminaris-turbulens atmenet,
levalas) hasznalatosak.

16.2. Sebesség-eloszlas a hatarrétegben

A 16.3. dbran egy hatarréteg részletes sebesséljeplathatd. Az allonak feltételezett faltol
indulva (X" tengely), ahol az aramlasi sebesség a tapadisielemiatt nulla, talalhatunk egy,
veékony, laminaris alréteget. Ez egy, a falhoz olgérel kialakulo réteg, ahol a turbulens mozgas
— éppen a fal simitdé hatasa miatt — még nem tudkani.

dtmeneti véteg

turbulens alréteg

laminaris alréteg

16.3. abra — Hatarréteg részletes sebesség-profilja

Ezutan kovetkezik, altalanos esetben — gomolygariéieg esetén — a turbulens alréteg. Végul
a turbulens réteg egy atmeneti rétegen keresztgyraea ,végtelen” vagy zavartalan aramlasba,
ahol mar csusztat6 fesziltség (Iényegében) nendébz abran " a (pl. 99%-0s) hatarréteg
vastagsagat jelenti.

Vizsgaljuk meg ennek a hatarrétegnek a sebessditjgtr Prandtl nyoman tegyik fel, hogy a
laminaris és a turbulens alrétegben a csusztatiilfe8g nem valtozik, végig egyénh fali
csusztato feszultséggel:

1=1,(7, a fali csusztatd fesziilts¢

Definialjuk a suarlodasi sebességet az aldbbi moédansuarlodasi sebesseg ,koze” a
sebességekhez csak annyi, hogy a dimenzidja sebeissénzio):

U = F (16.10)
0
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Hatarozzuk meg a laminaris alréteg sebességatofitzt a laminaris aramlasra érvényes
csusztato feszlltség alapegyenlétéiindulva tehetjik meg:

dc, T, dg )2 dg
T=r,=p—= L=y —X u) =r—= 16.11
oud:pdy:() I (16.11)
= d—?*=u—dy,

u Vv

A fenti egyenlet mindkét oldala, a masodik sorldnalakban dimenziotlan. Integraljuk az
egyenlet mindkét oldalat:

(16.12)

Vagyis a laminaris alrétegben a sebességprofiemgie szerint a dimenziétlan sebesség
egyenb a dimenzidtlan tavolsaggal. Ezek értéke nullat@dtitleg tizig valtozik. A tizes értéknél
kezdddik az atvaltas a laminaris alrétéyba turbulens alrétegbe — ez a folyamat kb. az

y" =30- as értéknél fejeddik be. Az integralas miatt egy allandé is beke(li&.12)-be, azonban
kénnyen belathato, hogy a nulla dimenziotlan kawtinal a dimenziétlan sebesség nulla — igy az
allandé értéke is nulla, ezért azt nem irtuk ki.

A turbulens alrétegben a Prandtl hipotézisek {(1pés (15.12)) segitségével szamithatjuk ki a
sebesség-profilt:

Feltéve, hogy az &ramlads nem valik le, azaz asségeiranya nem valtozik, az abszolut érték
elhagyhato. (Levalas esetén az aramlas falhoz myéidt iranya az ellenképre fordul.) Az
abszolut érték elhagyasa utan viszont minden (J&&Btag a négyzeten lesz, négyzetgydkvonas
utan irhato:

u :Kyc(;—C; = d—=%

X |+

In(y)+ allandg (16.14)

Ennek az egyenletnek a jobb oldalara ismét betdézhdimenzidtlan tavolsag, csak ekkor egy
masik allanddra lesz szilkség (ezt a masik allaaddizéps sorban, a szogletes zardjelbe irt tagok
jelentik; ennek egyik gyakori szameértékét rogtoirjbk):

So=yr=Lin(y)+allands = =2 (” yj{—_lm(“} élland%;
u K K v K Vv

= u :iln(y+)+5.5; (16.15)
K

Ez a nevezetes, logaritmikus faltérvény, ami dulens aramlasok vizsgalatanak egyik korai
eredménye, és amely torvényt mind a mai napig, gkolszetibbnek tekintett numerikus

vizsgalatokban is alkalmazzak. Az 6sszefiigg88a y* < 10 értékig (u* < 37.5) alkalmazhatd.

121



16. A hataegtelmélet elemei

A laminaris alréteg, illetve a turbulens alrétegbasségprofiljaval dvebben pl. [1], a
.Surlédasos folyadék aramlasanak torvényei” c. lvész foglalkozik. Az atmeneti réteg
vizsgéalataval e jegyzetben nem foglalkozunk — deldédo béséges szakirodalmat talalhat, amely
a hatarréteggel részletesen foglakozik.

Napjainkban a hatarréteg jelleéiiz (is) sok esetben numerikus modszerekkel szakniga
numerikus modszerek kozll az egyik legegydzier a véges differencidkon alapuld, explicit
sémara vezétmegoldasi modszer, amelyet [10] mutat be.

16.3 A hatéarrétegbeli aramlasi forméak valtozasa

A hatarréteg szilard fal mellett jon létre. A haédegre jellemé& hogy benne csusztatd
feszlltségek keletkeznek, illetve ezzel kapcsotatos ahogyan azt a bevedsn mar leirtuk —
orvények keletkeznek. E folyamat soran, a hataggb&e, a falra méleges irdnyban anyag,
mozgasmennyiség, energia transzport, illetséram is létrejon.

A szilard fal és a kbzeg kozott kialakuld csusztesziltseg, amely az aramlast (altalaban)
fékezi, egyuttal energiat is elvon a kozgg(Specialis esetekben, megfélah6don mozgd fal
energiat is kdzo6lhet.) Tovabbi, igen fontos energémyt jelent a nyomasnovekedés.

Ja Turbulens szakasz Levéalas
L gmindns 5 kezdete

16.4. dbra — A hatarréteg szakaszai, levalasok

Az energiaaram, természetesen, csak olyan méridkhetséges, amilyet a hatarréteg aramlasi
viszonyai megengednek. Ennél nagyobb energia etv@réergia igény esetén az aramlas jellege
megvaltozik, Ugy, ahogyan azt az energia elvongy igény szilkségessé teszi.

A réteges vagy laminaris hatarrétegben az enaaiazport a rendezetleiérhozgas révén jon
létre. Mivel ez viszonylag kevéssé intenziv, eeeraiz aramlasi forma igen hamar véget ér, akkor
is, ha nincs nyomasndvekedés. Nyomascstkkenésneeet@a fajta hatarréteg persze tovabb
fennmaradhat.

A laminaris-turbulens atmenetet igen egy8zasetekben valamely (kritikus) Reynolds
szammal jellemezhetjlk — a valdésaghoz jobban kibzetsetekben Osszetettebb —itt nem
targyalhato — kritériumok alapjan dénthetl az atmenet helye. Azt azért el kell mondangyha
kisérletek tanisaga szerint a valésagban ez anétragy bizonyos tartomanyon bellikrethatra
vandorol, igazabdl nincs egyetlen atmenet-pontehmaltalaban egy zonat lehet kijeldlni. Adott
esetben, ahol ez a fontos, lehet atmeneti ponédlighni, példaul egy, a fellleten elhelyezett
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turbulenciat keli objektummal. (llyen lehet példéul a zart téri néptnodellek szarnyanak bel&p
elénél, a belé&p éllel parhuzamosan elhelyezett cérnaszal, amelgbaen az esetben létrefiv
igen kis sebesség- ezért alacsony Reynolds szamu — hatarrétegetilamnssé teszi. De ilyen
példa a Természeib egyes repid rovarok szarnya is, amelyeken szintén turbulenk&ts
részeket talalunk.)

A laminéris szakasz végén — amennyiben olyanolramlési viszonyok (pl. ésen gorbult
belé@ éli szarnyprofil el§, felsy szakasza), ahol a nyomasnévekedés is fidenteballhat @de
csak specialis korulmények esété@uborék levalas. Ebben az esetben az aramlastudjm a
konturt tovabb koévetni és levalik (az eredetivdemtiétes iranyu, visszaaramlas indul meg a fal
mellett). Ez a buborék levalas egyuttal a turbulenakasz kezdete is lesz. Mivel a turbulens
szakaszban az energia transzport a turbulens sepesmdozasokon keresztil valosul meg, azért
ez az energia transzport sokkal (esetenként tbglpsagrenddel) intenzivebb, mint a laminaris
szakaszon volt. Ez az energia transzport altaldtgges az aramlast visszasimitani, ezzel a
buborék levalast megszinteti. Ezt a fajta levétagten ezért nevezzik buborék levalasnak, mivel
viszonylag rovid szakasz utan veéget is ér. A 1@vhm csak a teljesség kedvéért tlntettik fel a
buborék levélast is, ez a fajta levalésm minden esetben jon 18t&t a gyakorlatban éfordulo
esetek igen nagy részebmemtalalkozunk vele!

A turbulens hatarrétegben létrejoenergia transzport sok esetben a teljes kontutiraeamlas
kovetéséhez elegetdilletve ilyenkor az aramlas nem valik le, végigvkti az aramvonalas test
alakjat. llyen lehet példaul egy mérsékelt allaggnomikods szarnyprofil korili aramlas.

Eléfordul azonban, hogy a test konturja mentén olydisen névekszik a nyomas, hogy a
turbulens energia transzport sem képes az arafeldstartani. Az energia fogyasat a hatarréteg
sebesség profilja jelzi: a testhez kozeli retegekibsebesség és ezzel a kinetikai energia csokken
— a 16.4 abra szerinti, a ,Levalas kezdete” jdlzéslyen a sebesség-profil éfijg a falra
merbleges lesz. Ez azt jelenti, hogy itt a csusztasalitség értéke nullara csokken.dE# ponttol
kezdve alakul ki a levalasi zéna, ahol akar makeopikus mérdt orvények is éallhatnak.

A levalasi zénaban, az igen intenziv orvénylégatgben nagy energia aramot biztosit, igy ez
az aramlasi forma — az altalunk vizsgalt tertletekenar mindenutt elegeéidennél tovabb nem
kell mennink. Az aramlas levalasa és az ezzel kigtos drvények szamos, komoly technikai
problémat okoznak — ilyen lehet példaul egy régép szarnyrdl, a levalas miatt leszo 6rvények
gerjeszd hatadsa kdvetkeztében, a farokfellileteiabb rezgés.

A levéalast kulonbé&d modszerekkel szabalyozni, késleltetni lehet: aréteg elszivasaval
példaul az energigjat vesztett kbzeg helyére kigeg kertl. EQy masik lehetséges eljaras szerint
a hatarrétegbe nagy energigju (rendszerint naggssélj) kozeget juttatva szintén késleltethet
levalas. Ezt az eljarast hatarréteg lefavasnakvezik.

A hatarréteg laminaris (réteges) vagy turbulemmsn@ygo) jellege a teljes test koruli aramlasra
is, adott esetben igen jeléatmértékben visszahat. Ezért a hatarrétegbeli asavdltoztatasaval,
viszonylag kis energiaval példaul jeléstet- (nyomaték) valtozast idézhetink el

A 18. pontban vizsgalt, henger koruli aramlas @seiz aramkeépet, és ezzel a nyomaseloszlast
illetve az ellenallds tényér is igen nagy-meértékben modositja a hatarrétdggel A kritikus
Reynolds szam feletti aramlasban, amikor a kezidatinaris hatarréteg utan egy turbulens
szakasz is kialakul, az ellenallads tényextéke hirtelen, jeléis mértékben lecstkken. Ennek a
ténynek a gyakorlati vonatkozasokon tul még mécési&ai vonatkozasa is van — igy lehet pl. a
turbulencia faktort mérni.
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Az egész aramldsi kép megvaltoztatasa a hatariéedglyasolasaval mas esetekben is
elébukkan. Jelerds lehet példaul az az eljaras, amelynek soranya ¢mlsztatd fesziltség mérése
alapjan aktiv eszkdzokkel befolyasoljuk (rendszdrrbulenssé tesszik) a kialakul6 hatarréteget.

16.4 Hatarréteg okozta masodlagos — szekunder - dandas

A hatarréteg tobb esetben masodlagos, idegenIszzelaunder aramlast kelt. Ezt a 16.5. abran
lathatd példaval illusztraljuk. A példaban egy kkeresztmetszét alldo edényt vizsgalunk,
amelyben a valésagos kozeg kozel merev testistmgomozgast végez. A merev testsizer
forgdbmozgas jelentse azt, hogy a kozeg dldésze allando szégsebességgel forofl etk a fal
mellett kialakulé hatarréteg sebesség-eloszlasmkilzik.

A példa jelenthet mondjuk egy csészét, amelybendlkd megkevert folyadék mozog.
Vizsgaljuk ebben a kdzegben két, a forgastengehg®leges és egyuttal vizszintes szintet, illetve
e szinteken a nyomas valtozasat, a sugar fliggvényéb

All6, kor keresztmetszet(i edény (pl. csésze),
benne forgémozgast vegzd surlédasos folyadeék.

16.5. abra — Masodlagos aramléas forgo kézegben

A felss szinten (A”) — amelyik az edény belsejében van, valamelyesyeabben, mint a felszin
es tavolabb az alsé faltél — azt tapasztaljuk, haggentrifugalis éitér hatdsara a nyomas a
sugaron kifele haladvaén Ezek szerint ez, a félsszint tulajdonképpen — a fent leirt korlatok
kozott — az edényben barhol elhelyezkedhet.

A hidrostatikaban tanultak alapjan kimondhatjukgi a szabad felszinen a nyomas allandé
(egyenb a kornyezeti nyomassal) — az ebben az esetbeakidlél paraboloid felszin jelzi az a
novekw folyadék-oszlopot, ami masik oldalrdl alatamasatgugar menti nyomas-ndvekedest.

Az also szintet @") ugy valasztottuk, hogy az a vizszintes, alsédalkialakuld hatarréteg
belsejében legyen. Itt még van sebesség ndvekddéokkal mérsékeltebb, mint a szabad térben)
es ezzel nyomasnovekedés is, ez azonban a hag@éndtiyiili nyomas-névekedéshez képest kicsi.

Ezek alapjan kialakul az 4bran vazolt helyzetedeny fala mellett azA’ szinten nagyobb a
nyomas, mint aB” szinten — ezért a fal mellett lefele tart6 masgdis (szekunder) &ramlas indul
meg.

Az edény kozepén pedig a folytonossag torvenyénegfeleben felfele iranyulé masodlagos
aramlas indul meg. Végeredményben kialakul a 16rfaravazolt masodlagos aramlasi ,kor”,
ebben a kdzeg a fal mellett lefele, az edeny femélkaefele, kozépen felfele és fenn kifele aramlik
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Megjegyezzik, hogy a nyomaseloszlasok abrazolbgie&edtink arra, hogy lathato legyen: a
statikus nyomas a hatarrétegen keresztul Iényegeben valtozik. Masrészt a fent vazolt kép
ugyan megfelel az ilyen esetben, a gyakorlatbaastplhatdé aramlasnak, azonban a részletes
(szamszdten helyes) nyomas- és sebesség-eloszlas vizsgaitatl@rtaknal sokkal tobb munkat
igényel. Feltehéleg leginkabb valamely numerikus eljardssal lehegpeilyen problémét korrekt
modon kezelni.

Mintafeladat

Feladat viz aramlasakor kialakulé hatarréteg turbulemétagjében, az™ =5000-nél a fizikai
sebesség =0.3nY s. Hatarozza meg a fali csisztat6 fesziltségetl@nimaris alréteg dimenziés
vastagsagat. (A laminaris alréted =10-ig tart, a kinematikai viszkozitas, =1.3010° mz/s; es
k =0.4).

Megoldas a logaritmikus faltorvény (16.15) szerint kiszdmaith az y* =5000-hez tartozo,
dimenzétlan sebesség:

u’ :%In(y+)+5.5: (5000+ 5.57 26.8 (16.16)

1
—In
0.4
A surlédasi sebesség (16.10) szerint szamithato:

= U=—=—"=0.0112ns (16.17)

A fali csusztato fesziiltség (16.10Hkifejezhet:

T

u'= ] = 7,=p(u) =100000.0112= 0.12Pa (16.18)
0

Véqil, a laminaris alréteg dimenzids vastagsagangjuk ki, a (16.12)-ben szerépdefinicio
felhasznalaséaval:

L_yu
14

y = (16.19)

y'v _100.310°

. =0.00116m= 1.16nm
u 0.0112

= y=

A [7] példatarban — sajnos — hatarréteggel foglatkpélda nem talalhatdé. Ennek oka az is,
hogy a hatarrétegek jellediz napjainkban legtdbbszor numerikus modszerek&&nozzak meg.

Egy igen egyszér véges differenciakat felhasznalé numerikus madseélhatd [10]-ben.
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17. A kiterjesztett Bernoulli egyenlet

A Bernoulli egyenlet idealis kdzegre érvényesalalos alakjat (7.19) lattatja. A Bernoulli
egyenletnél igen fontos feltétel, hogy a két pamdit, amelyek kozé az egyenletet felirjuk, nem
lehet energia be- vagy elvezetés.

A surlodas energiaelvezeteést jelent, ezért a Bélinegyenletet ki kell egésziteni az energia
megmaradas elvének megféleh Ugy, hogy a surlédasi veszteséget hozzaadjukkampontnak a
jellemzsihez, ahonnan az hianyozna. Az igy felirt egyenble®vezzik kiterjesztett Bernoulli
egyenletnek. Induljunk ki (12.2)b és adjuk hozza a ,2"-es pont jelleéilzez a surlodasi

veszteségeket dsszefoglaléan kiféijeZATIO tagot:

2 2 T \
&+Ul+ﬂ:'[(@j dS+§+U2+—pz+zA—p; (171)
2 p \ot 2 P P

A (17.1) felirdsakor igen fontos hangsulyozni &gy e felirdsi mod esetén az aramlasban az
»1”-es pontot koveti a ,2"-es. A surlédasi veszigsk az 1’-es ponttdl a 2’-es pontig lépnek fel.
A veszteségek figyelembe vételével allitjuk helgzeegyeriséget. A kovetkgikben a surldédasi
veszteségeket szamitjuk ki, a gyakorlatban legkatib esetekre.

17.1. Hosszu, egyenesd&cayomasveszteségenek szamitasa

Vizsgéljuk meg €iszor azt az esetet, amikor a hengerébas laminéris az aramlas. A17.1
abran lathatd désaramlasban gondolatban egy hengert hataroltunkLegyyen az éaramlas
stacionarius, ezért a gondolatban elhatarolt headpetd, nyomasbal, illetve surlédasbol szarmazo
erdk egyensulyban vannak.

A 17.1 abran és a szamitasbdipésében a csusztato feszultséget — automatikuganitivnak
valasztottuk. A tovabbi szamitasokbdl kiadddik aszsitd feszlltség negativbjele — de ezt nem
nekiink kell ebirnunk, hanem a szamitas szolgéltatja majd (1#jdk fel a hengerre hato éket
(ez az impulzus tétel ide vonatkoz6 alakja alapjaid.9 egyenlet bal oldala és a jobb oldal
harmadik és negyedik tagja, azonosan nulla):

O=(p1—p2) r’r+12mr( ; ahol: r:y%—?; (17.2)

17.1. &bra — Laminaris aramlas cs 6ben
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17. A kiterjesztedirBoulli egyenlet

A (17.2)-Bl, behelyettesités és atrendezés utan az alabbnkéges differencidlegyenlethez
jutunk:

d
-1 (p,—p,) = zwd—?; (17.3)

Ezt az egyenletet, miutan a valtozokat mar szaészébttuk, egy kis atrendezés utan egysaer
integralhatjuk. Az eredmény egy integralasi allabdgezetésével:

_ 2
¢ (r)= —ur—+Const; és a perem feltétel  (c )RO; (17.4)
" 201 2 x

Az allandd értékét a (17.4)-nél megadott pereételts! (ti.:c,(R)=0;) kiszamitva, az

alabbi, forgasi praboloid egyenletének megtelehyenlettel meghatarozott sebességeloszlast
kapjuk:

C(r)zpl—sz?—rz. (17.5)
X 200 2

A sebesség eloszlas egyenlete hasonlo a hidi@diat, a nehézseégiosgrben forgd edényben
kialakulé folyadék-felszin egyenletéhez (3.2 iletl/7.2 abra), illetve a (3.12) kifejezés szerint a
sebesség atlagértekének a maximalis érték éppealea Ennek alapjan kiszamithatjuk az
atlagsebességet, ami ezért, természetesen a miaxiseilesség fele. Az atlagsebességet a
késsbbiekre tekintettel egyszezn ,c”-vel jeloljik, ez lesz ui. altaldban az atlagsetdégsjele.

_Cx _1P-Pp R (17.6)

c= CX,ATLAG - 2 2 26# 2 ’

Egy egyenes, alland6 keresztmet$zeiben, allandoiisédi, surlédasos folyadék esetében a
nyomas az aramlas iranyaban csokkenni f@g>p,). Ez azt jelenti, hogy a (17.6)-tal adott

sebesség-profil, illetve az ennek megi&del, a 17.2 abra jobb oldalan felvazolt sebességyidlo
sebességei pozitiv értékeket vesznek fel.

A csuUsztato feszilltség eloszlasa és a fali csibstaaziltség (17.7 jobb oldalan &kifejezés)
ertéke (17.3)-8l egyszetien szamithato:

L el VY Tl 120 17.7
7(r) s TR o R (17.7)

17.2. dbra — Csusztato feszlltség és sebesség elosz  las

A csusztato feszliltség a sugarral aranyosan (isay valtozik, a k6zépvonalon nulla, a falnal
a legnagyobb. Bjele negativ — ez az aramlas sebesség-eloszléBakéilag kovetkezik, de a
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17. A kiterjesztedirBoulli egyenlet

negativ abjelet a szamitasbol kapjuk — ez j6l példazza &didds a matematika egységét. A 17.2
abra jobb oldalan a korabban mar emlitett, parlabsl(paraboloid) sebesség-eloszlas lathato.

Fejezzik ki (17.6)-b6l a nyomasveszteseget, #lew nyomasveszteség és ariseg
hanyadosat:

_C8(u_c32%pv  Ap _c32v, (17.8)

Ap =p-
p p.l. pz R2 DZ p D2

A (17.8)-at, a Reynolds szam és éstslodasi tényez (A) bevezetésével a kovetkealakba
is irhatjuk:

p D> 2(Dc/v)D 2ReD 2 D
ahol: Re:EéSA:g
Vv Re

Ezzel val6jdban az allandd keresztmetszegyenes ddben tortéd, dsszenyomhatatlan
folyadék aramlasaban fell&@p nyomasveszteség szamitasanak altalanos kifejezeséh
eljutottunk:

' 2
A_p:% é; ahol: A ac@surlodasi tényey, (17.10)
P

A (17.10) kifejezést laminaris é&ramlasra vezettiik le. Altalanos voltan azt értjiiagy a
késbbiekben, méas esetekben is ezt a kifejezést hqskrélhosszu, egyenes csdvekbefalkd
nyomasveszteség szamitasara. csosurlodasi tényey értekét az éppen vizsgalt esetnek
megfeleben hatarozzuk meg laminaris &ramlasra, Jadgyaulikailag simacss esetére:

A=64/Re, haRe 2320, azazlaminaris aramlasban

21=0.3164Re, ha2326 Re 8110( Blasius képldte;

A=0.0054+ 0.39Re"® , ha P10< Rec 2 £ Schiller képleke

A=0.0032+ 0.22Re**" | ha 1< Rex 2 1 Nikuradse képlgt

1

N/l

(17.11)
=2log,,(Re/1)-0.8, ha 2320< Re< 3.4110

(Prandtl— Nikuradse képleje

Turbulens aramlasban, érde$ esetén is a (17.10) képletet alkalmazzuk, dieéaetkét a 17.3
abranak megfelél diagrambdl valaszthatjuk. Fontos észrevenni aatjyha gyakorlat szamara
elegend, illetve megfeled, ha a c&surlédasi tényed csak a Reynolds szam fliggvényekeént
vizsgaljuk.

A (17.10) kifejezésnél megjelent a hidraulikai aség fogalma. Ez a fogalom azt jelenti, hogy
a fellleti érdesség atlagos érétke) kisebb, mint a hatarréteg laminaris alrétegénestagsaga
(0). Méasképpen kifejezve, azt jelenti, hogy a hidikailag sima cében a hatarréteg laminaris
alrétege elfedi az érdességet.

Ez laminaris aramlas esetén mindig teljesul, msae egész aramlas ,hatarréteg” jelleg

telijes keresztmetszetben van csusztato feszilességusztatd fesziltség egyedil a kdzépvonalon
nulla). Ezek szerint a laminarisé@samlas esetében a csdvek mindig hidraulikailagusim

128



17. A kiterjesztedirBoulli egyenlet

Turbulens aramlas esetén a&fas mellett viszonylag vékony hatarréteg alakul iKietve e
hatarréteg laminaris alrétege az atlagsebesség Reynolds szam) novekedésével vékonyodik.
Vagyis adott atlagos érdessiéggifal (k) esetén a édal, az atlagsebesség ndvekedésekor altalaban
hidraulikailag érdessé valik — ez is megfigyethet 17.3. dbran. A 17.3/a. abran véazlatosan
feltlintetett diagram egy, konkrét esetre vonatkedtozata a 17.3/b. 4bran tekinthebeg. A kor
keresztmetszét érdes csovek esetére kidolgozott, ilyen diagramazakirodalomban Moody
diagramnak is nevezik.

(Mindkét tengely léptéke logaritmikus!)

atmeneti —nd
26na

Re =2320 Re=10’

17.3/a. &bra — A cs 6surlodasi tényez 6 — vazlatos abra

X lamingris —ple—— turbulens dramids
0100 1
!
0080
| £
0,080 { k
0070 “‘ LY
rfﬂ
|
0,060 \ /"' L .
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aoss Y‘ rs 4= B 20
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'R/
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= N I LT 30 ?:
& 0035 H - 60
= i 64 /R“ \;M“M”/ o 50 -
w2 | Ref U S ] L= 5
= 0030 N Sa5 0w o
‘.% s \;:'“‘-n-a......-n-“""‘d Lot 'g
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Reynolds szdm

17.3/b. &bra — A cs 8surlddasi tényez 6 — konkrét esetre
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Vizsgéljuk meg, hogy hogyan valtozik a laminarigdi®g vastagsaga, turbulen@samlas
hatarrétegében. Hasznaljuk fel e vizsgalathoz az¢gallapitast, ami szerint a laminaris alréteg az

y* =10-es értékig tart. Eszerint a laminaris alréteg dim@s vastagsaga (pl. (16.12) szerint):

y, =100/u (17.12)

Tekintsiink egy"/"hosszUsagu 6szakaszt és irjuk fel a nyomasveszteskgbletve a
surlédasbol szarmazodkregyensulyat, feltéve, hogy az aramlas stacioeariu

Ap’(dzn/4) =71,(dmt) (17.13)

irjuk be (17.13)-ba a nyomasveszteség (17.10)razkifejezését:

2
BCZAﬁd n-:rodﬂ'[ = Z'O:B(:Zi; (1715)
2 d 4 2 4

Helyettesitstik be (17.12)-be a surlodasi sebedstgald egyenletét (16.10) és a fali csusztato
feszlltség (17.15)-tel adott kifejezését:

Yo_Yio =L10 Y :2(*/_2; (17.16)
d d u d /o Reld

0,01
0,009 -
0,008 \
0,007
0,006
0,005 -

0,004 \\
0,003 | —

0,002 ——
0,001

0
20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000 100000

Laminéris alréteg vastagsaga [-]

Reynolds szam
17.4. abra — A laminaris alréteg viszonylagos vasta gsaga a Reynolds szam fliggvényében

A csistrlédasi tényest hidraulikailag sima csévek esetében’-26 Reynolds szamig a
A =0.3164Re kifejezéslsl (Blasius képlete) szamithatjuk. Helyettesitsiilebea (17.16)-ba:

y,_20J2_ 20/2 _ 50.3155 (17.17)

d Re/l Ref0.316 R& RE"® '

A (17.17) képletbl a Reynolds szam flggveényében kiszamithat6 a msimlréteg\(iszkdzus
alapréteguek is nevezik) éatmeébhoz viszonyitott vastagsaga. Ezt tintettik fel & Abran.

A Reynolds szamot csak i@y noveltiik, mivel a dssarlédasi tényez szamitasara alkalmazott
explicit formula (Blasisus képlete) csak nagyjalsidig hasznélhat6. De azért innen mar
megallapithatd, hogy a laminaris alapréteg vastggadReynolds szam novekedésével csokken. A
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17.4 4bran &%, laminaris alréteg viszonyitott vastagsagot sz&ker is helyesen tlntettik fel,
azonban megjegyzetid hogy az abran Iévlegnagyobb Reynolds szam a gyakorlatban még
igencsak kicsinek szamit — vagyis a ténylegeséifiorelulo esetekben a laminaris alréteg
viszonyitott vastagsaga ennél akar jelsan is kisebb lesz.

A laminaris alréteg vékonyodasa pedig azt jeldmigy adott atlagos érdesseg a Reynolds szam
novekedésével egyszer csak kiemelkedik a lamiradaigrétegbl — vagyis a hidraulikai simasag
megszinik. A fenti megallapitds csak nagyon kis érdesssgtén nem igaz — a gyakorlatban
ennyire sima felllet alig talalhaté.

Az érdessé valt csdvekben, egy, adott Reynolds dedett a césurlodasi tényeay értéke
lényegében alland6 lesz. Mivel a gyakorlatban &amsnlasok Reynolds szama akar tobb
(tiz)millio is lehet, azért a leggyakrabban ezzat, alland6 assurlodasi tényey értékével
szamolunk. Valamely, konkrét @ ramlas vizsgalatakor, ezt az értéket célszeegy, a feladatra
vonatkozé mérési eredményeket tartalmazé diagranftéblazatbol, egyéb adatbazisbol)
valaszthatjuk.

A kor keresztmetszét hidraulikailag sima csévekben, turbulens aranmddstén érvényes
csHsurlédasi tényed#, legaltalanosabban a (17.11)-ben leirt, ,PraNitlradse képlete”
elnevezés dsszefliggésih szamithatjuk.

Ez egy implicit kifejezés. Amennyiben a gyakorkatb alkalmazni kivanjuk, akkor a
csHsurldédasi tényeit iteracidval kell megkeresni. Egy ilyen, nem line&egyenletet megoldani
nem tul bonyolult feladat.

Tekintsink erre egy rovid példat. Valasszuk a s@shoz a SCLIAB szabad szoftvert.
Vélasszuk példaként a 95000-es Reynolds szamotalAabiakban dsszefoglaljuk azt a kis
programot, ami a kivant iteraciot elvégzi:

/l SCLIAB pelda a csosurlodasi tenyezo szamitasara

function F=csosurlodasi_tenyezo(lambda)
F=1/lambda”0.5-2*log10(95000*lambda”0.5)+0.8;

endfunction

function J=csosurlodasit_deriv(lambda)
J=-0.5/lambda”1.5-1/(lambda*log(10));

endfunction

ind=0.01; //ez az iteracio kiindulo erteke

[lambda,v,info]#solve(ind,csosurlodasi_tenyezo,csosurlodasit_deriv);

disp(lambda); // A keresett lambda ertek

disp(0.316/95000"0.25);

A szamitas eredménye
0.0181867 — ez az iteracioval szamitott (lambdakér
0.0179993 — ez a Blasius képlettel szamitott értek.

Ebben a program kdrnyezetben, és igy a példabmmisgjegyzések jele: ,//” — a két tértvonal.
Elévigyazatossagbol a megjegyzéseknél sem hasznédkeakies béket.

Az el sor a program cime, a masodik-negyedik sor a Erbiiikliradse képlet, atrendezett
alakja; a megoldast a& (1) =0 feltétel adja:
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F(A):%—Zﬂogm(Re\/;%OB;

Az 6todik-hetedik sorba a fenti kifejezés derijélfrtuk:

d _ 05 1
_F(/‘)_ /11.5 A[[h(lO)'

A nyolcadik sor az iteracio kiinduld értéke. Azuem kovetke& sor tartalmazza az iteraciot
automatikusan elvégz SCILAB-eljarast {solve).

Végil a két utols6 sorban a program kiirja azaiterlletve utana az ellénzés céljabdl, az
explicit képlettel szamitott értéket. Ezeket a kamebelll, a program alatt fel is tlntettik. Az
eredmények kozelsége jol lathato.

A példaban valasztott Reynolds szam azért kicf(@9), hogy a kétféle eredmény dsszevéthet
legyen. Egyébként a szamitds, az utolsé sor elsdggh nagyobb Reynolds szamra is
elvégezhet. (Példaul,9.50010 -os Reynolds szam esetémdl0.0081¢-0s eredményt kapjuk). A
példa illusztrdlja azt, hogy napjainkban, a szastéghnika régebben sok munkéat igényl
megoldasokat is kbnnyen elérbned tesz. E tekintetben, a jihven tovabbi, varhatéan hatalmas
meértéki fejlédésre szamithatunk.

A kor keresztmetszétcsovek mellett 1éteznek mas keresztmetszeteklésyae ebfordulhat,
hogy az egyébként kor keresztmet§zetovet a folyadék nem teljesen tolti ki. A Reyrsodzdmot
a c® atmeésjéevel definidltuk (pl. 17.9-ben), ebben a defini@gyenletben, ilyen esetekben a
geometriai atmérnem hasznélhat6, helyette a hidraulikai atihézokas alkalmazni:
D, =24, (17.18)

K

(17.18)-ban, a szamlaloban a folyadék keresztrawtqA\), a neveében a nedvesitett kertlet
(K) talalhatd. A nedvesitett kerllet az a kerllezr@nelyen a folyadék surlodasa lényeges. Ez
rendszerint az a kerulet-rész, amit szilard faballA hidraulikai &tmé¥, kor keresztmetszet és
teljes kitoltés esetén (ez adiszaki gyakorlatban nagyon sok esetben igaz) a geam&mebvel
azonos.

Téglalap keresztmets#etsovek esetén, ha az oldalak viszonyara teljesiil la< 0.5 feltétel
(vagyis a keresztmetszet nem négyzet), akkor a®eyrszamot az aldbbi, tapasztalati korrekcios
tényedvel szokas szamitani:

Re:dJDHC; ahol ¢Dg+1—19(2—3j; (17.19)
Vv 3 24Db b

A (17.13)-ban bevezeteth korrekciés tényay értékea/b=0.1-nél kereken 0.75a/b=0.9-

nél pedig 1.125. Ezek szerint a lapos téglalap szémeetszetek esetén — a sarkok okozta
aramlastani probléemak kovetkeztében — alacsonyabpndtds szammal és ezzel (esetleg)
magasabb ésurlddasi tényewel kell szamolni.

Az egyenes csOvek nyomasveszteségének szamitasakdaiondsen rovidebb északasz
esetén szerepet jatszhat a belépési veszteség.észben flggvénye a belépszakasz
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kialakitasanak (€les szél, vagy lekerekitett kiléspzrészben fliggvénye az aramlas jellegének
(laminaris vagy turbulens). A belépési vesztesegébb, mas veszteséghez hasonléan — az alabbi
forméban szokas szamitani:

Ap = g Clee; ({ae — abelépésiveszteség ténypz (17.20)

A {gtenyed értéke lekerekitetlen belépés és laminaris aragdaten akat.2 is lehet. Ezzel

szemben turbulens aramlas és kis lekerekités esetdbaz érték 0.05, vagy még kisebb is lehet.
Ezekben az esetekben ez a veszteség a tdbbihest kéipEnyagolhato.

Az érdekesség kedvéeért jegyezzik meg, hogy, akkéesztmetszétcsdvekben kialakult,
turbulens aramlas sebesség-profilja, a Reynolds $izggvényében az alabbi médon kdzelidhet

c(r) =cu [1-(1/R)]", ahol R a c4 sugara és

1/6 ha Re= 40106 :
n=<1/7 ha Re= 110 :
1/10 ha Re= 316 ;

17.2 A kontrakcio és a mééperem

A 11. fejezetben foglalkoztunk a Borda féle, &eéli kilépd nyilassal. Bevezettik ott a kil&p
sugar dsszehuzodasat jellémZ11.27) kifejezéssel definial€ elnevezés kontrakcios tényeit.
A 11. fejezetben targyalthoz hasonl6 az a sugaetszodas is, ami a fenti, 17.1 pont befgjez
részében targyalt belépési veszteséghez wemaimképet jellemzi. A sugar 6sszehuzodas, azaz
kontrakcié mas esetekben is fontos lesz. Itt adperemen keresztil aramld kdzeg viselkedését
vizsgaljuk, ahol, a 17.5 abranak megfédsi szintén kialakul a széban forgo, sugar 6sszetaszo
(kontrakcio).

A 17.5. 4bran egy kozedleg szabvanyos m@veremet vazoltunk — ebben az esetben a
nyomast (p; es g) kozvetlenil a méperemet képdz tarcsa két oldalanal kell meérni.

(Természetesen a szabvanyos dpérem pontos kialakitasat, méreteit a megietalabvanybdl
kell kivalasztani.)

A térfogat aramot j0 kozelitéssel az idealis kékeg vonatkozé Bernoulli egyenlet és a
folytonossag térvénye alapjan szamithatjuk:

&+i: p3+&2; és GA= ¢f A, = M:ﬁ!l_(ﬂj };
0

0 2 p 2 2 A
Azaz.
. 2 —
V=EA.Gq=EA, [P B (17.21)
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A fenti kifejezéssel kapcsolatban csak az a probléhogy a méperemnél mért nyomasok
nem azonosak a (17.21)-ben szefapfomasokkal. Megjegyzetidnég, hogy fugéleges mérés
elrendezés esetén és pl. viz térfogataram mérésegpamitasnél az esetleges tiység hatasat
(magassag kulonbség) is figyelembe kell venni.

17.5. abra — Mér éperemen kialakulé aramlas

A fent emlitett nyomasokkal kapcsolatos problénadfy, mérésekid szarmaz6 (és a
szabvanyban rogzitett) ése tényed bevezetésével oldjuk meg:

. foe 2 .
v=_2%9¢ L(g-10): (17.22)
AR B)

Végeredményben, a szakirodalomban szokasos léfsj&apjuk:

Veash, 2 (R 8); it a:%; (17.23)

a —atfolyasi szam ¢£- expanzios szam

Az a, étfolydsi szdmot altaldban az atthéviszony (d,./d,) és a Reynolds szam

fuggvényében hatarozzak meg. &Azexpanzios tényéza mert kozeg 6sszenyomhatdésaga miatt
szilkséges, tobb — itt nem részletezett — téhfigggvenye. Amikor a kdzeg 6sszenyomhatatlannak
tekinthet (pl. folyékony folyadék vagy gazndémkozegek mérsékelt sebesgségramlasa),
akkore =1.

A ménperemek elhelyezhgh a 17.5. abran lathaté moddon, egy, megleleiszakasz
belsejében. Gyakran alkalmazzak azonban az univideszébperemet, amely méperemet a
csHvezeték belépkeresztmetszetére szerelik fel.

A méperemek mellett alkalmaznak un. ezdjakat is — ezeknél a ndéelem kialakitdsa a
17.6. abran lathaté médon torténik.

A méperemeket és a nidzajakat altalaban térfogataram mérésre haszndtfiksak a
figyelmet hivhatjuk fel arra, hogy egy mérés esetélygen fontos a pontossag, illetve a mérési
hiba ismerete. Megjegyzefidmég, hogy a térfogataram ilyetén todémérése allandd
nyomasveszteséget okoz — vagyis alaposan megfadtpldhogy mikor célszérezt a mérési
modot alkalmazni.
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’ "

P> p,

17.6. abra — Mér 8sz3j

Ebben a jegyzetben nincs mdd a térfogataram nt@sdajaltalaban a tovabbi, egyébkeént igen
érdekes aramlastani mérések targyalasara. Tovdydm iérdekbdés esetén dissorban az
irodalomjegyzékben felsorolt szakirodalom, illeteemészetesen egyeb forrasok tanulmanyozasat
javasoljuk.

17.3. A Borda-Carnot veszteség

A csvezetékekben éfordulnak hirtelen keresztmetszet névekedések. lieknyomas-
veszteség alakul ki, mert az 4bra szerint balrkézr aramlas nem képes a vezeték kontarjat
kovetni, hanem egy oOrvérdyl holt tér alakul ki. A nyomasveszteséget a 17.7ambvazolt
helyzetnek megfelébn hatarozzuk meg. irjunk feléslzor idedlis kozegre érvényes Bernoulli
egyenletet azl’-es és 2’-es pont kozé:

&"'i:ﬁ"'é = Pog ~ Q:%(Cf_é):

0 2 p 2 (17.24)

=2(a-c)(a+o):

| r
|
pl N I pZI'o.’ es vaaE
|
|
]

(mérés alapjan)

17.7. abra — A Borda-Carnot veszteség

irjuk fel az impulzus tételt is — de ezt valésagmamlasra. Az aramlas val6sagos voltat ugy
vesszuk figyelembe, hogy az ellems fellleten, a hirtelen keresztmetszet ndvekedggnél

nyomast irunk él. (Erre az abrdn a ,mérés alapjan” megjegyzéssdiunk). Valasszuk a 17.7
abran lathato elldmzo fellletet, ekkor:

¢ (oAG)+c(pAc)= pA+ A A A- m A( 7 &) A (17.25)
(itt :h = pAc, = allandg;
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A valésagos nyomasnovekedés tehat:

P~ P=(G—G) PG (17.26)

A nyomasveszteséget megkapjuk, ha az idealis nyodvékedésh kivonjuk a valésagosat;
ezzel a Borda-Carnot veszteség kifejezéséhez jutunk

89 =(Pos = B) (P~ B)=2(6- 0)( ¢+ 9-2( & 9 d=2( ¢ ¢

vagyis:
ap _(a-c) (17.27)
J2 2

A Borda-Carnot veszteség azon alakjat, amikor lépki keresztmetszet (gyakorlatilag)
végtelen, tehat &, =0, kilépési veszteségnek nevezzik. Ez a kilépésitesdg szamos esetben
jatszik jelends szerepet. A kilépési veszteség egyébkeént ait liglgy az a mozgési energia, amit
a kozeg a kilépésekor magaval visz, elvész, nejukydgyszeiten) hasznositani.

Masrészt utalunk itt arra a gyakorlatra, ami steai kile cHvégeken gyakran alkalmaznak
diffazort. Ennek az az @&hye, hogy a kilép sebesség kisebb lesz és igy a kilépési veszteséq i
csokken — ez elég jeldist lehet, hiszen ez a veszteség a sebesség negyzetawos.

A végtelen térbe kil&psugar szabad sugar, ezért benne a statikus nyarnass a kornyezeti
nyomassal. Kilép diffizor alkalmazéasa esetén a sebesség csokkggisva cében a nyomas
alacsonyabb lesz, mint a kérnyezeti nyomas. Eebentti, hogy a kilépésnél alkalmazott diffazor
.megszivja a rendszert”, ezzel javitja annak gaagassagat.

A hirtelen keresztmetszet ndvekedés ellentékgrtalen kereszt-metszet csokkeriesben az
esetben is keletkezik nyomas veszteség, mert ad@yanfal mentén, az aramlas iranyaban mind az
»N’, mind a ,K” pont kérnyezetében ndvekszik, ez pedig, a 17.8ralvazolt aramképnek
megfeleben, akar mindkét pont kdrnyezetében levalasokat.oko

Az ,N” ponttdl tavolabb, a belsrészeken viszont az aramlas gyorsul — ezért iitt keletkezik
jelentbs veszteség. A veszteség dbrdsze aK” pont korili levalas kornyékén keletkezikkent
azért, mert a bebsaramlas itt lassul. Az aramlas az atmenetnél @®&Qrarnot veszteségnél vazolt
aramkeéphez hasonlit, abban az értelemben, hogd), deresztmetszéit az A, keresztmetszetig

novekszik. Ez az &ramkép egyébként a belépésiesggptél vazolt &ramképhez is hasonlo.

17.8. 4bra — Aramkép hirtelen keresztmetszet csokke  nés esetén

Kdzelitsik a telles nyomas veszteséget a Bordadfawveszteség és egy, egyéb
nyomasveszteseg osszegével:
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APy =2 (0= 6)" + Mgy (17.28)

N

Hanyagoljuk el a tovabbiakban az egyéb vesztesédgbr a nyomasveszteség kifejezése a
kobvetked modon irhato:

] p 2 ’ p . . 1 2 .
A = — = — y h |. HK EI 2 _1 y .
Pri 2(\2( J 2(“22CHK anot. ¢ {0.6+ OZ(AZ/A) :| (17.29)

A (17.23)-bdl, azA, = Aesetben nulla veszteségtenjtekapunk — ennek igy is kell lennie,
hiszen ekkor nincs hirtelen keresztmetszet cstlkkefiéeresztmetszet viszony névekedésével a
veszteseg tenyéznovekszik, az értéke kb. 0.444-hez tart, mikdzbenA / Aviszony tart a

végtelenhez.

Hangsulyozzuk, hogy a (17.23)-ban definialt, tapaati alapu veszteség-téngezsak
kozelités, érvényessége korlatozott.

A hirtelen keresztmetszet cstkkenésben féliegszteség nyilvan nagyobb, minfakozatos
keresztmetszet csokkenéshinejowb nyomas veszteség. Rendeljik a 17.8. abra szefifvies
keresztmetszethezdyatmebt €s ertelemszéen legyen a 2"-es keresztmetszetnél az athéat, .

A nyomasveszteség ténygaz aldbbi mdédon kozelithetjik:

Apy ——(ﬁcK, ahol: ¢, =0.02+ 0.05

17.4 Szelepek, tol6zarak, csappantyuk nyomasveszgs

A szelepek, tol6zarak és csappantyuk (illetve eekleez hasonl6 egyéb szerelvények)
veszteségei a Borda-Carnot veszteségre ved&thvetsza, hiszen ezekben a szerkezetekben az
aramlasi keresztmetszet csokkenése utan, rendszerin szerkezeti kialakitas és a nyitottsag
fuggvényében — hirtelen keresztmetszet névekedlégal

17.9. &bra — Tolézarban kialakulo, aramkép vazlata

Legyen a vizsgalt szerkezet esetében a lecsOkkdrgeesztmetszethA és legyen az itt
érvényes atlag sebessdy ; legyen tovabba a tovabb-aramlas (tehat az Bhalahirtelen
megnovekedett) keresztmetsz&tés az itteni atlag sebesség irjuk fel a nyomasveszteséget, a
Borda-Carnot veszteséglikiindulva:
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Ap’SZ zg(cl_ g)z +AQG\(EB=§ éCSZ :

S, 20 C 2D 17.30
ahol: ¢, =(&—1j +2Ap—EGZYEB =(%_1j + 2Apli(§YEB; ( )
PG P

A kifejezésben szerepel aAp....- €gyéb nyomasveszteség is, mivel ezekben a

szerelvényekben nem kizardlag a hirtelen keressreendvekedés okoz veszteséget — jollehet a
hirtelen keresztmetszet ndvekedés okozta veszteaggesetek dotttobbségében mértékaddnak
tekinthetjik. Létezik azonban olyan elzaré-nyit@rkezet is, amelynél az egyéb veszteségek is
jelentbsek. Egy-egy konkrét esetben, a tényleges szerkefemzit kell megismerni és
alkalmazni.

2

A (17.30) alakilag (17.20)-ra hasonlit. Az un. idbelemek esetére egyébként szintén ilyen
alaku kifejezéseket irunk majd fel, mindéssze ates®g ténydrtartalma lesz mas.

A szelepek, tol6zérak és csappantyldk esetén adaretszet viszony — ami igen gyakran dont
meértékben hatarozza meg a veszteség téhyea zaras-nyitas fliggvényében valtozik. Teljesen
nyitott allapotban, j6 aramlastani kialakitas esdid. gdbmbcsap, nyitva) ez a veszteség téhyez
nagyon kicsi, akar elhanyagolhato6 is lehet. A magiglet a teljesen elzart allapot, amikor is e
veszteség tényézrtéke végtelen nagynak tekinténd

A csivezetékekben, e szerelvényektelalamilyen (statikus) nyomas uralkodik. A szeégly
utan altalaban az @bitél alacsonyabb nyomas alakul ki. A szerelvényen latiia kzeg a
(statikus) nyomasabdl pont annyit veszit, ameklkofant emlitett nyomaskulonbség. Masképpen
fogalmazva a szerelvényen athalado kdzeg sebesg&gea lesz, amekkora sebesség esetén, az
adott veszteség ténydzl szamolva éppen azééat nyomascsokkenés kovetkezik be. Ezért, ha a
szerelvényt zarjuk és ezzel a veszteseg ténmyedveljik, akkor egyuttal a kozeg sebességét
csokkentjuk. Ez a zaras (ellenkeértelemben a nyit4s) folyamata, illetve igy szah#hatdo az
araml6 kdozeg mennyisége (térfogat- vagy tomeg-drarka a fajta, ugyancsak elterjedt
szabalyozéas alapvin gazdasagtalan, hiszen a szabalyozas soran g édemia tartalmanak egy
része hasznosithatatlan modon alakiviéh

17.5 Nyomasveszteségdasinydkokben és ivdarabokban

Az eddig bemutatott veszteségek lényegében kétwaethdik vissza. Az egyik ok a falakon
felléeps sarlodas — emiatt a kdzeg energigjanak egy rééeé alakul. A masik ok a levalas, a
kozeg energidjanak egy része ekkor &wéhalakul, de itt a surlodasokepzddés a kdzeg
belsejében megy végbe. Levalast lattuk akar a BGataot veszteségnél, akar a hirtelen
keresztmetszet csokkenésnél és mas esetekben is.

Az irdnytorésre (hirtelen iranyvaltozasra) kényeet aramlas altalaban levalast és ezzel,
végd soron nyomasveszteséget okoz. Ez nyilvanvalOaiildmb, olyan szerkezetet célster
kialakitani, ahol a nyomasveszteségek a teteggkisebbek.

A fentiekre példa a 17.10. abran lathaté haromfoB@s iranytérés —konyok — kialakitas. Az

,A’ esetben az abrazolt modon levalas kovetkezilabeely elkerilhét, ha vagy terél lapatokat
alkalmazunk (,B” eset), vagy a kényok helyett ndglydekerekitési sugarat alkalmazunk (,C”
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eset). Ennek megfel@#@n egy-egy askonyok, illetve ivdarab (akar nem 90-fokos is) tesége

17.10. abra — Cs 6kdnyok kialakitasok

A 17.11. abran egy ivdarab lathatd. FeltesszURy e belépésnél a sebesség a hatarrétegen
kivul 1ényegében allando — illetve igy hasonlo tehd 7.1 alpont végén adott valamely sebesség-
eloszlashoz. Az ivdarabban a kodzeg részecskéi ikilegl korpalyan mozognak, ekdzben
elfordulnak. A perdilet megmaradasanak értelmééteajdn egy, ezt a forgast ellentétéléargas
— igy alakul ki a kilép sebesség eloszlas.

17.11. 4bra — Ivdarabban kialakulé masodlagos araml  &sok

A perdilet megmaradast egyébként az orvéeny-tétiejék le. A Kelvin tétel értelmében (a
megfeleb feltételek az aramlastan jegyzet 10. fejezetélzer(10.6) képlethez kapcsoldddan
olvashatdk) a cirkulacio értéke azémbn allandd. Itt ugyan valdésagos kozeg éaramlik, de,
feltételezve, hogy a Kelvin tétel kozélgg azért itt is eérvényes, belathatd, hogy az oan
athaladd, cirkulaciét (perduiletet) kapod kozeg earehatasra ellen-cirkulaciéval valaszol. A
sebességkep fenti alakulasa tehat — kissé forrbélga— igy is magyarazhato.

A 17.11. abra jobb oldali rész-abrajan a 16.5 ldméhasonlo aramkép alakul ki. Az aramkeép
hasonlésdgéanak oka a fizikai hatdsok (kéraramlém&sréteg egyittese) hasonléséga.

A fentiekben vazolt, masodlagos aramlasok a kdézegpjat energidjabol jonnek létre, és a
surlédas hataséara, tehat viszonylag nagyobb tayoteégtétele utan 8mnek meg. Ez a
csHkonydkben, illetve ivdarabban keletkezeszteség fizikai magyarazata. A veszteség szeanita
a mar tobbszor alkalmazott alaku kifejezéssel kduas:

Ap, = g e, (17.31)

Itt csak a figyelmet hivhatjuk fel arra, hogy amwgiben egy vezetékben kulonkioz
csszerelvények kovetik egymast, akkor ezek egymé&statassal lehetnek. A tapasztalat szerint
az egyuttes hatds szamitasa sok esetben nem igaeéseges.
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17.6. A diffazor hatasfoka

Ebben a pontban a mérsékelt sebdssampmlasokban fikddd, klasszikus diffuzorral
foglalkozunk. A 14.3 alpontban leirt, szuperszosikdiffGzor vizsgalata e jegyzet keretein
tulmutat.

A mérsékelt sebess@é@ramlasokban fikodé diffuzor (is) egy, egyszér aramlastani gép, a
feladata az, hogy a kbzeg kinetikai energiajanalkiosntése révén a statikus nyomast novelje.
Mint ilyennek nem egyszéen a veszteségét, hanem a hatasfokat szokas tefinia

Ap,,
o= —val 17.32
,7d|ff Ap|d ( )

A diffazoroknak altaldban létezik egy legjobb képaga. Ha ennél a kipossagnal jobban tagul
a diffazor, akkor a falai mentén noveékwnyomas ellenében aramlé kozeg a falakrél levaik.
levalassal jar6 drvénylés megndveli a veszteséget.

Amennyiben a diffazor kupossaga tul kicsi, vagkisebb, mint a levalas elkertléséhez
szliikséges kupossag, akkor a surlodasi veszteségglikr a diffizor hatasfokat. Ennek alapjan
allithaté — amit a gyakorlatban ki is hasznalunkogy a diffGzornak van egy olyan kupossaga,

(altalaban8 - 10°) aminél a hatasfoka a legmagasabb értéket vdszi fe

A A,
a ¢,

- >
pl p2i'a’ es p2va£

17.12. abra — Difftzor

A diffzoron, idealis kdzeg ataramlasa esetén betkésy nyomasnovekedés a Bernoulli
egyenlet alapjan szamithato:

Pas ~ P =0R, =2 (€~ Q) (17.33)
A diffGzoron létrejo¥ nyomasveszteség tehat:
APy =Dy ~DRy = (1_,7diff )A R (17.34)

A diffazor hatasfoka — j6 kialakitas esetéb— 80%kozotti értéket vehet fel.

17.7 Osszenyomhat6 kozeg kissebeséé&gamlasa cében

Bevezeb példaként a nagy tavolsdgra totégaz szallitasat emlitjuk: itt nagynyomasu gazt
szallitanak nagy tavolsagra. Masik, tipikus péleleet egy, &ritett leved@t szallité cévezeték. A
nagy nyomas egyébként az elektromos aram szabitdshsonld, ott a nagy tavolsagra toéten
szdllitas nagy feszultségen torténik. (A feszultkBdnbség az elektromos aramok tekintetében
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ugyanis analég szerepet jatszik, mint a tomegaranedintetében a nyomaskilénbség.) A
kovetkedkben feltételezziik, hogy a kdzegnhérséklete a szallitas folyaman (pl. a kérnyezettel
valo hcsere kdvetkeztében) nem valtozik, vagyis a vizsgamlaszotermikudesz.

Az ilyen c$vezetékekben a nyomas az abszoliut nyomashoz viszarglentsen (pl. tobb,
mint 10%-kal) csokken. Ezzel egyutt kell csokkengediriség is, hiszerp/p=RT= allandé

Ekkor, adott (allandd) tomegaram esetén a sebes&éd\ kovetkedkben a felgyorsitashoz
szliikséges energiafelhasznélast elhanyagoljuk —sratacionarius aramlassal szamolunk.

Ax

17.13. abra — Cs 6vezeték-szakasz

Feltesszik, hogy a @¢satmébje is allando. Ekkor, az itt kialakul6 aramlasbapazitiv X’
irAnyban a nyomas csokkenni fog.

irjuk fel a 17.13. abran lathatdx hosszlsagu szakaszon bekovetkepomasesést:

pp=-LaBX o gp=-L (17.35)
2D 2 "D

A jobb oldal negativ éjele azt fejezi ki, hogy a nyomas valtozasa valébgomaseses!
Vegyuk figyelembe, hogy a tdmegaram segitségéveklami szakaszon allandd sebesség a
kovetkedképpen irhato fel:

m
C=——; (17.36)
p(D? 7/4)

Helyettesitsuk (17.29)-et (17.28)-ba, illetve #tgmbe véve, hogy az &ltalanos gaztorvény
szerintp = p/RT, irhat6:

.2 .
dp=— m°RTA dx = pdp=—8 M RT dx (1737)
2 2 D57T2
2p(D’77/4) D

Tegyuk fel, hogy a &suarlodasi tényey értéke az teljes’ szakaszon allandod, és vegyuk
figyelembe, hogy kiindulo feltételnek szabtuk @ntérséklet allandésagat, akkor (17.37)
egyszeiien integralhato:

p; L 2
¢ _ _(8MRTA 17.38
Ipdp— -O[W dX, ( )

Py

Az integralas végeredménye:

p-p>_ 8r*RTA - _8MRA
=— / = 0 (17.39)
2 D% - 2 D°7
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A (17.39) segitségével egy, a kiindul6 feltételknmegfelad csiszakaszon tortén
nyomasesés szamithatd. Az érdekesség kedvéért gyemeik, hogy néhany, egysier
atalakitassal (17.39) az alabbi formaban is feli@rha

-0 _ Pyl s ag - (17.40)
5 =P GAS = PO

A (17.40) tehat azt mondja ki, hogy a kompresszildiramlas és az inkompresszibilis aramlas
nyomasvesztesége a fenti médon kapcsolhaté Ossaerébifl (17.40) segitségével esetleg
gyorsabban szamithaté ki a nyomasveszteség, mim3qtcel. Ugyanakkor (17.39)
alkalmazasanak @&@hye, hogy tobb, a 6aramlast leird fizikai jellemtt (pl. tdmegaram,
homeérséklet stb.) explicit moédon kell beirni.

A gyakorlatban éffordulhat, hogy a é#hossz értéke nagyon nagy (pl. gazvezetéknél mondjuk
10+50 km) — ekkor a (17.35) helyett a Bernoulli eggenlifferencial alakjabol célszekiindulni:

d[ PSS ax _ dp, g, €, O (17.41)
p 2 2 D Yo 2 D

Ezek szerint, a nyomas megvaltozasa mellett aikaiesnergia megvaltozasat is figyelembe
veszzik. Ezt az egyenletet —a modern szamitastechsggitségével — altaldban numerikusan
célszeti megoldani, ehhez célstefl7.41)-et differenciaegyenletté alakitani:

2
%mm%;l%xzo; (17.42)

0

A tovabbi szamolashoz szikség van az éaltalano®myényre. Ez azonban, az ilyen nagy

,,,,,,

p=pR Tz ahol =z ¢ pT: (17.43)
2=0.8903+( 6110~ p)01.9116+(T- 290 1.08 10

A fenti, konkrét tulésszenyomhatosagi tényebldgaz szallitasa esetén hasznalatos. Mas
esetekben dit kilonbo® képletekkel is talalkozhatunk.

Tekintsiik tovdbbra is konkrét példaként a foldgamiekek esetét. Ekkor a dinamikai
viszkozitas a kovetkéképpen szamithato:

H, =[10.35+ 0.02¢T - 27p|0 10 (17.44)

A dinamikai viszkozitas értéke azért szikségegyhmr aktualis Reynolds szamot ki tudjuk
szamitani — ez az érték adsgarlédasi tényer szamitasahoz szikséges. A tovabbi Iépések
részletezése nélkil, csak illusztracioként mutatbhakegy példa szamitas eredményét — 17.14.
abra.

A 17.14. abran nem szerepelnek ékezeteskbetez sajnos a szamitastechnika egyik, nem
igazan j6 hozomanya. A szamitas egy 15 km-es, karék8 m-es atméjti és 0.0038-as relativ
érdesség vezetékre vonatkozik.

A belé sebesség 10 m/s, és a bélépmérséklet313°K (40°C). Feltettiik, hogy a belép

hémérseéklet 1.5 km tavolsag megtétele utan éri érayezeti bmérsékletet, ahonnan kezdve mar
izotermikus lesz az aramlas.
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17. A kiterjesztedirBoulli egyenlet

"1 5 km hosszu gazvezetek sebesseg- es nyomaslefutas szamitasa "

<a gaz hofoka 1500 meter utan weszi fel a kornyezeti hofokot>

A sehesseg

A nyomaslefutas

Abelepo sebesseg: 10000 [m/s] Abelepo nyomas:  60.0000 [bar]

Akilepo sebesseg: 11.75 [mfs] Akilepo nyomas: 4765525 [bar]
ANyOmas-eses: 12.34475 [bar]
Abelepotomeg aram:  216.88886 [kg/s]

Akilepotomeg aram:  216.88886 [kg/s]
0 [km] 15 [krr]

17.14. abra — Gazvezeték numerikus szamitasa

A beléd nyomas 60 bar, ez csokken az aramlas soran,@ekiél 47.7 bar lesz. Egy esetleges
kompresszorral ezt a lecstkkent nyomast kell Gggmivelni.

Erdekes megfigyelni, hogy allandé tomegaram nteldetsebesség a vezeték izotermikus
szakaszan szigortan monotofl Ez a nyomas €s a vele szorosan kapcsolod&égcsokkenés
miatt van igy. A belép szakaszon egyébkeént, ahol @rtérséklet — a ddtaddsnak megfetiggn —
csokken, a sebesség is csokken. Ugyanakkor a nyderaseszetesen az egész hossz mentén
szigorian monoton csdkken.

A (17.42)-(17.44) egyenletek (kiegészitve a kohko&surlodasi ténye# szolgéltato
egyenletekkel) alapjan széleskén hasznalhaté numerikus eljarast lehet felépitniaz eljaras
sok, tovabbi gyakorlati kérdés megvalaszolasakéesieszthat.

17.8 Osszenyomhatd kdzeg nagysebedségamlasa cgben

A 17.6 pontban olyan, surlodaso$@samlast vizsgaltunk, ahol a nyomasvaltozas éslégsa
sebességvaltozas szerepe volt fontos, de az araseldssség mérsékelt maradt. A numerikus
példaban a Mach szam eértéke 0.03 korul valtozottfoElulnak azonban kifejezetten
nagysebességsurlédasos éaramlasok is — ezekkel foglalkozunk ebben a pontban

D —;.: p i<— p+Ap
i c i c+Ac

X

17.15. &bra — Ellen 6rz 6 feliilet cs 6vezetékben
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17. A kiterjesztedirBoulli egyenlet

A vizsgélatot a megmaradasi elvek alapjan végeztékintsuk elének az anyagmegmaradas
elvét. Egy, allandd keresztmetdzegsben a folytonossag térvénye az alabbi formabandried
dp , dc

pc=allandé = » +?— ; (17.45)

(Az egyenletet rogton teljes differencial alakbsfelirtuk.)

Masodszor irjuk fel az energia megmaradas elféjezd energia egyenletet — fontos: ekkor a
kornyezettel nincsdtsere, tehat a vizsgalt aram&sabatikus

2

cpT+%:éIIandé = ¢dT+ cdc;L1 RdF¥ cde0; (17.46)
K_

Harmadszorra a mozgasmennyiség megmaradasandalapplulzus tételt irjuk fel. A 17.15.
abran alapjan az éggységre €smozgasmennyiség valtozas (17.47 képletifslsr, bal oldal)
egyenb a nyomasvaltozasbol szarmazo feluletivet (felss sor, jobb oldal, ets és masodik tag)
€s a hengerpalaston ébfedcsusztatd fesziltséglb szarmazo divel felss sor, jobb oldal,
harmadik tag:

—-cpcA+(ctAgpch pA( pA p AT (T D K

P (17.47)

pcdc+ dp+)l

A (17.47) felirasanal a térfogatioket elhanyagoltuk, illetve attértiink a teljes diéfecialra.
Ennél az attérésnél felhasznaltuk, hogy a fali zsfié fesziltség az aldbbi modon irhato fel:

2
D7p ey L Ser Dl = 1, =A 2 (17.48)
4 2 8

Hatarozzuk meg é$z6r a c8hossz menti Mach szam eloszlast, adbleiekben bevezetett,
(17.45)-(17.48), a megmaradasi elveket kiféjegyenletek alapjan.

Vegyuk figyelembe, hogy:

P_Rresa=xP = P-ref. (17.49)
Y P Y K
Osszuk el (17.47) minden tagjat a nyomassal égikefigyelembe (17.49)-et, ezzel:
xm2dc.d p+K/1—dX 0: (17.50)
c p 2D
Az allapot egyenlet teljes differencialként isifieato:
d d dT
p=pRT = P=2P, 2, (17.51)

p p T
A (17.45) folytonossagi torvény segitségével kbstjok ki (17.51)-6l a diriiséget, ugy, hogy
a sebességet irjuk a helyére:
dp__dc ( dc

. =-t K—l)MZ—C; (17.52)
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17. A kiterjesztedirBoulli egyenlet

Ezt (17.50)-be visszahelyettesitve kapjuk, hogy:

2
(Mz—l)d—cw)lﬂﬂ‘:o; (17.53)
c 2 D
irjuk fel a Mach szamot definialo egyenletet, kissas alakban:

C

‘/KRT;

Ezt is felirhatjuk teljes differencialként:

dM dc 1dT
— == 17.54
M c 2T ( )

M =

Ezzel, (17.54)-81 (17.46) felhasznaldsaval (Ugy, hogy kikiiszébohikle a limérsékletet) az
alabbi differencialegyenlethez jutunk:

am :E{HM} : (17.55)
M C 2

Végul, (17.53)-bdl (17.55) segitségével kikiiszbbtjlik a sebességet és eljutunk a szamitas
alap differencialegyenletéhez, amelyben flggetl@itozoként mar csak a Mach szam és a
helykoordinata szerepel (ezzel ez az egyenlet egiez integralhato lesz):

IRVE
=M ——dM =M . (17.56)
M3[1+K2_ MZ} D

A (17.56) egyenlet fontos fizikai mondanivalét doz. Amennyiben a Mach szam kisebb, mint
egy, akkor a Mach szam adckossza menténdkfele (az aramlas iranyaba) haladva, névekszik
(dM/dx>0), hacsak az aramlas fenntarthat6sagara vonatkdttéteiek teljestinek.

Amennyiben viszont az aramlas hangsebesség felettz a Mach szam értéke nagyobb, mint
egy, akkor a Mach szam adéchossza mentén @kfele (az aramlas iranyaba) haladva, csokken
(dM/dx<0).

Mindkét esetben hatar az 1-es Mach szam: a gypesamlas ezt a Mach szamot képes elérni
és — a Laval émél leirtak értelmében, egysenddon — nem képes tallépni. Amennyiben & cs
végén a nyomas alacsonyabb lenne, mint ami a hbegség eléréséhez legalabb sziikséges, akkor
a c$ végszakaszan, itt részletesebben nem vizsgakhaokém-rendszer alakul ki.

Hasonlé okokbdl a csbkk&énMach szamu aramlas sem képes egyismedbdon egyes Mach
szam ala csokkenni — ezt az esetet sem vizsg#ijuk i

A kovetkedkben (17.56) zart alaki megoldasat kivanjuk meghkere ehhez egy egys#sio
feltételt kell bevezetni: tegyuk fel, hogy asdsossza mentén a Reynolds szam csak keveset (pl.

10%-ot) valtozik és ezért a éstrlddasi tényei az adott esetre vonatkozd, atlag értékldet(1)
helyettesitjik.

Alakitsuk at (17.56)-ot az alabbi modon:
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17. A kiterjesztedirBoulli egyenlet

+1) (k-1 M i .
ot A o
4(1+K2M2j

Ennek az egyenletnek mindkét oldala integralhatéredmény:

> ———InM + =—x+C;
2M 2

ahol: C-integralasi allandp

-1 k+1 K+1 K=1 .,)_ KA
In(1+ M j (17.58)

Legyenx az a tavolsag, ahol a Mach szam eléri az egyeseérté

Az x-csillag tavolsdggal (ez a jeldlés hasonld avdl c$ legsidikebb keresztmetszeténél
alkalmazott jeldléshez), a szakirodalomban javasolion meghatarozhato az integralasi allando:
K . 1 k+1 (K+lj_

C=——x-=+——In
D 2 4

2

Az integralasi allandot visszairva (17.58)-ba,jukp

i(x*— ):1_M2+K+1In (k+)M? |
D WITTME 2 2+(k-)M? |’

ahol: x, az M- Mach szamnak megfélelsshossz

(17.59)

A fentiek illusztralasara tekintsiink egy, egy$izpéldat. A szamolasban legyen &atsnér
paraméter — vagyis az eredmeényt étsen fuggvényében kapjuk majd meg.

Legyen a a$ elején a Mach szam értéke 0.2 és legyen a kozepsériodasi tényez (1)
értéke 0.02. Kérdezzik, hogy (az attnéiggvényében) milyen ékosszndl éri el az aramlas a
0.8-es Mach szam értéket?

A megoldashoz hasznaljuk ismét a korabban matein8CILAB program kornyezetet:

/INagysebessegu, surlodasos aramlas csoben

funcprot(0);
/[Kiindulé adat
kappa=1.4;

function JOBB=jobb_oldal(kappa,M)
JOBB=(1-M"2)/(kappa*M”2)+(kappa+1l)/(2*kappa)*Idgappa+1)*M"2/(2+(kappa-1)*M"2))
endfunction

disp(jobb_oldal(1.4,0.2),'A csohossz/atmero 0.2kteks Mach szamig:’);

diSP((--mmmmmmmmm oo );
disp(jobb_oldal(1.4,0.8),'A csohossz/atmero 0.8ttes Mach szamig:");

A szamitas etslépésében az alabb olvashato eredményeket kaptuk:
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17. A kiterjesztedirBoulli egyenlet

(X -%,)=1453 = 2" %2=14534= 726
- D

O|> O]

—

X ~%,)=0073 = = _2=00734= 3.65
- D

Ezek az eredmények azt jelzik, hogy mekkora abhossz, amely a 0.2-es Mach szamtol az 1-
es Mach szam (fedssor) és a 0.8-es Mach szdmtdl az 1-es Mach sz&h gar) eléréseéig tart.
Nyilvanval6an az eredeti kérdésre a valasz a kéhnyiség ismeretében:

A

5 (%s7%02) =%(x* - xo,z)—%( % = %, =14.53-0.073] 14.4¢

ezzel — %:14.46//72 723

Megallapithatjuk tehat, hogy a feladat feltétedimegfeled esetben az aramlas a 0524Q.8-
ig novekw Mach szdmot az &tm&r23-szoros hosszUsagu szakaszan éri el.

A példabdl (is) megallapithatdé, hogy a Mach szadvekedése a 6selején, kis Mach
szamoknal lassu, a nagyobb Mach szamok felé halaehlig egyre rohamosabb.

Csak utalunk arra, hogy a szemlditpeldahoz hasonl6 feladat megoldasa adott Mach szam
esetén igen egys#erEllenkes értelemben viszont — amikor a Mach szam hosszézagnti
valtozasara vonatkozik a kérdés — kicsit nehézkeaahegoldas.

A kovetked lépésben hatarozzuk meg a nyomas valtozasat, észiat Mach szam
fluggvényében. Induljunk ki a (17.52) egyenidtiés vegyik tekintetbe (17.55)-6t is, akkor az
alabbi egyenletet kapjuk:

dp__ dMm|1+(k-)M? |, (17.60)

p M 1+K2_1M2

Vizsgaljuk a dp/ dMderivaltat. A szogletes zardjelbeli szam mindig ez Ebhol

megallapithatd, hogy a nyomasvaltozas és a Maah saliozasanak éjele ellentétes: ha a Mach
szam 1, a nyomas csokken, és ha a Mach szam cstkkenr akkgomas novekszik. Példaul,
csokkerd nyomas, tehat gyorsulé aramlas esetén a nyomdsasék fedezi a gyorsulashoz és a
csusztato feszUlltség leigéséhez szilkkséges munkat.

Az integralashoz alakitsuk at (17.53) jobb oldalat

dp 1 2 dM - (17.61)

Mindkét oldalt integralva kapjuk, hogy:

Inp=-InM —%In (1+KT_1MZJ+C; (17.62)
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17. A kiterjesztedirBoulli egyenlet

Az integralasi allandot — azéels esethez hasonléan — valasszuk az aldbbi médon:
C=Inp +£In 1+K—_1 :
2 2
legyen p= p, az M=1- né

Vagyis az integralasi allandot ugy valasztottukgmeogy az M=1-nél érvenyes, korabban
kritikusnak nevezett nyomast adjuk meg. Igy kagtlik62)-$| az integralasi allandot.

Végeredményben a nyomas, mint a Mach szam fliggvenktvetkedképpen irhato:

Py 1 K+l . (17.63)
P M\ 2+(k-)M?*’

A Mach szam és a @é8ossz vizsgalatanal bevezetett, igen egyisZetadatot folytatva
kiszamithato a kdvetkéket nyomasviszony:

Pos o546 Pos~ 109 Pos= Pos P o g5y
p p Q‘).Z p p),z

Vagyis, a korabbi példaban, mikozben a kdzeg &.B-B8-es Mach szamra gyorsul, a gyorsulas
€s a surlédas miatt a nyomasa kereken a negyestikieen.

A feladattal kapcsolatban megjegyzéndiogy a szamitas pontosan akkor helytallo, ha a
nyomascsokkenés éppen a szukséges nieri@kgyakorlatban tobb, it kilonbdz eset is
eléfordulhat — tényleges, gyakorlati feladat megol#asaezekre a korilményekre oda kell
figyelni.

Izotermikus aramlas cgiben

Az elbbbiekben az adiabatikus esetben |étréjdiszonyokat vizsgéltuk. Ez a feltételezés annal
jobb, minél kisebb adtsere — példaul, minél révidebb &cgagy gyorsabb az aramlas.

A gyakorlatban tébbszor @brdul, hogy a kbzegnek elegendieje van a kdrnyezettel tori€n
hécserére, és ezért feltételeahehogy a kézeg dmérséklete nem valtozik — azaz az aramlas
izotermikus lesz. Ekkor a (17.44) az alabbi fornmébhato:

p=pRT, T= 4l = d—::%; (17.64)

Ekkor, felhasznalva (17.50)-et, illetve figyelemiaave a folytonossag torvénye alapjan kapott
(17.45)-6t, irhatjuk:
dM _ A1 kM®

_A ; (17.65)
dx 2D1-xM?

Megallapithatjuk, hogy ebben az esetben, ha tejesiM <]/\/; feltétel (vagyis

k =1.4= 1/\Jk = 0.85), akkor X' ndvekedésével kb. 0.85-6s Mach szamig novekszikagh
szam. llletve Ennél nagyobb Mach szamok esetébediMddx<Orelacié teljesil, azazXx;
novekedésével a Mach szam csokken.
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Allandé c$keresztmetszet ésasirlodasi tényaresetén irhatd, hogy:

— 2 1 ]
1-kM* _ A o M _dM_ 4 . (17.66)

dM T == = 3 ;
KM 2D KM M 2D

Integraljuk (17.66) jobb oldali alakjanak mindksdalat:

_ M
2kM 2

“inM =2 x4 (17.67)
2D

Az éallandé kiszamitasahoz (a korabRi-hoz hasonldéan) definidljunk egy segédvaltozot:
nevezzukx. -nek azt a hosszusagot, ahol a Mach szam éppenaeldr\/k értéket. Ezzel az
allando értéke:

C= —1 —-In _1 —i .
2 Jx) D
Ezzel a (17.52)-h6z hasonlé végeredmeényre jutunk:

Ao o\ ,\ 1-kM?
o0 =x) =i (kM) + =5 (17.68)

ahol: x, az M- Mach szamnak megfélelsshossz

A nyomas Mach szamtél valo fliggését szintén altwhz hasonl6 — de természetesen
egyszefibb — modon szamithatjuk. Asimérséklet allandésaga miatt a hangsebesség allanéid,
(17.45)-®! kiindulva, (17.65)-06t figyelembe véve irhat6, lyog

d_p+g::0 = %:—ﬂ = ip: —ﬂ/l, (1769)
p C Yo, M p M
(17.69) harmadik rész kifejezését integralva kiapnogy:

Inp=-InM+C; (17.70)

Legyen p, a nyomas ott, ahol a Mach szam éppen eléri 1adk értéket, akkor a
végeredmeny:

P -1 .

B Mk

Ez a képlet (17.63)-hoz hasonlé (csak a jobb di&talegesen egysidib) — az alkalmazasa is
az ott targyalt példanak megfdieh lehetséges.

(17.71)

A feladattal kapcsolatban itt is megjegyzénbogy a szamitas pontosan akkor helytallo, ha a
nyomascsokkenés éppen a sziikséges nierték
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Mintafeladat

Ebben, a 17. fejezetben igen sok, fontos anyagrész amelyek elsajatitAsahoz kuldn-kilon
kell feladatokat, ha csak lehet, dnalloan megold#hiegy olyan alap-faladatot mutatunk be,
amely feladat (vagy hozza nagyon hasonlé feladatokiantargy szamonkérésekor gyakran
szerepel. Szamos, tovabbi, hasonlo jéllpglda talalhato a [7] példatar a 15. ,Surlodasaséas
csben” c. fejezetében és a 16. ,Surlédasos aranmséeki&oril” c. fejezetében.

Feladat meghatarozand6 a 17.16 abran lathativemetékben kialakul6é térfogat-aram és a
vizfelszin cétengelytl mért magassaga.

Megoldas a feladat megoldasahoz szikséges kiindulé adalokl® abrarol leolvashatok. A
megoldas a kiterjesztett Bernoulli egyenlet (17sfgcionarius aramlasra vonatkoz6 alakjanak
segitségével keresldemeg. Irjuk fel ezt az egyenletetek6r az abran is lathat6 ,1"-es és ,2"-es
pont kHzé:

S _S U —ue PP _yAP (17.72)
(2 2j+( ' 2)+ Ioviz Ioviz zloviz

Elemezzik a (17.72) egyenlet egyes tagjait. Telkebszor a két sebességet. Ezek kdzott a
folytonossag térvénye teremt kapcsolatot:

GA=cA (merp,= 4l = ¢d=¢B = =45

A két potencial — feltéve, hogy a két pont egyfarmagassagban van — értéke azonos. Ezek
egymast kiejtik, a kovetkékben nem szamolunk velik.

Hatarozzuk meg ezutan a statikus nyomasok kul@#bsé-eltesszik, hogy adtmen €
magassagvaltozas hatasa elhanyagolhato. A 17.6&h &ihato, ,U” cséves nyomasméehat a
keresett statikus nyoméasok kulonbségét meéri. Adsiditika fejezetben leirtak szerint szamithatjuk
ki ezt a nyomas kulénbséget:

P~ P, = Drigany ~ Puiz) GN=1260009.8110.02) 247Pe

7y =10°Pg );’
B =By n, =082 H=2
L=2m Ly=3m
" V=2
— e e ——— e —| *—-—4— ------- ———————
| - \p2=11105Pa
7 =003 D=20mm £ =1000 kg /m’
L Ay =0.032

higanyos hE=20nm
manometer

17.16. dbra — Suarlédasos aramlas, alapfeladat
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Ki kell még szamitani az 1-es és 2-es pont kgzéitilodasbol szarmazé nyomas-veszteséget.
Ez harom részi tevodik 6ssze: az ebsa kisatmédjii, egyenes €snyomasvesztesége, a masodik
a diffazor nyomésvesztesége és a harmadik a nag;ii’;tmegyenes ésnyomasvesztesege:

AP _ LG )G
Z A ) 2 D2

Helyettesitsiik be ezeket a részeredményeket ajekitéett Bernoulli egyenletbe, és a
folytonossag térvényének alapjan kapott eredméasirszkiiszoboljuk ki ec, sebességet:

[%‘&Z}(MJ{&—H@%L%) 166-6,, L¢
2 2 pviz d 2 2 D 2

Ebben az egyenletben mar csak a ,2"-es pontbdless®g az ismeretlen. A kifejezés
egyszeiibbé tétele érdekében vezessik be a kovétkeszefoglaldé mennyiséget:

16 15, , L, 1

=p 810, +A, 2=

'd 2 H '7") D 2

-003[-|il_6+(1— 082)—+ 0.032> ' s53;
0.01 2 0.02 2

c;(7.5-53.3§=~( 24721000 = c,= 0.23% <

A térfogat-aram pedig:
V =(D*/4)c, =(0.02 7/ 400.232 0.000078/

A masodik kérdés a ,H” magassag értéke. Ennek gaaama ismét a kiterjesztett Bernoulli
egyenletet hasznaljuk, de most a ,2"-es pont ésanakos” (jele: 0) pont kozé felirva:

&+CZZ po +U +z_:&+g H+£
Ioviz 2 pwz pwz pviz 2

A fenti egyenletben, veszteségként mar csak pddiéveszteséget kell szerepeltetni. Innen a
keresett magassag egysmar szamithato:
H=P"P_ 10000 _
P,9 100009.81

Vagyis a cétorkolat kdzépvonala a szabad vizfelszin alatt,tegy 1 méteres mélységben
helyezkedik el.
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18. Teskorili Aramlasok

18. Testek koriili aramlasok

A test kordli aramlasnak az olyan aramlast neviezaihikor a széban forgo testet egy elvileg
végtelen folyadéktér veszi korul és vagy a folyadékgy a test, esetleg mindketinozog. Ez
utobbira példa egy repidép, amely mozgé levében (pl. turbulens atmoszféra) replil.

Aramlastani szempontbdl, szamunkra csak az egymmakBpesti mozgas az érdekes — a
kovetkedkben, amint azt a cim is jelzi, ugy tekintjuk, hagkozeg aramlik a test koril. Erre egy
gyakorlati példa lehet egy un. szélcsatorna, ahazélcsatornaban létrehozott (mesterséges)
légaramlasban valamely testet (modellt) vizsgalukkestek kordl kialakulé aramlas aramképét
altaldban desthez kotott rendszerbeizsgaljuk.

A testek és az aramlé kozegek kozott tdbbféle dilbatas is keletkezhet: a mi
szempontunkbol a legfontosabb azletas és esetenként @&atadas. Az éhatdsok a test
feliletén jelentke& nyomas- és csusztatd fesziltség eloszlas eredikeppen allnak él Ezt a
fellleti et az el$ részben, a feszliltség tenzor segitségével dedikidls az (1.3) kifejezéssel
irtuk le.

A test” egy altalanos kategoria — ide sorolhatpakdaul — sok més kdzott — a javek is. A
testek lehetnek aramvonalasak és nem aramvonalBgalkz aramvonalassag relativ: bizonyos
megfavasi (aramlasi) irdnyok esetén a test lef@haonalas, mas megfavasi iranyok esetén pedig
ugyanaz a test esetleg mar nem aramvonalas. A mamvanalas testeket esetenként tompa
testnek is nevezik.

18.1. Tompa testek

Tompanak neveziink egy testet, ha az nem aramwraadaz a kozeg a testet csak ugy képes
korularamolni, hogy ekdzben levalasok (levélasiagrkeletkeznek. Tipikus példa tompa testre
egy épulet, egy hid, esetleg egy kémény stb.
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18.1. abra — Henger kériili aramlas nyomaseloszlasa
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Tompa testek esetében a testre dlomértékben ellenallas &hat, amely legnagyobb részben a
felileti nyomaseloszlasbol szarmazik. Ez azt jeéldmigy a csusztatd fesziiltség szerepe ebben az
esetben kicsi, néha elhanyagolhat6. Az ellenalaegyébként a testet@aramlas sebességének
egyenesén fekszik, értelme a testhez kotott koatairrendszerben az aramlasi sebesség
értelmével megegyéz

A tompa testek kozil kiemelten fontos a hengea é&gmb. A henger kordli, idealis kdzeg
esetében kialakul6 aramlassal mar korabban fogialké (9. pont, (9.10) — (9.13) 6sszefligges).
A henger korul idealis és valésagos viszonyok kibkialakuld &dramlds nyomas-eloszlasa —
nyomas tényeyje — lathato a 18.1. abran.

A valésagos aramlasban kialakuld6 nyomastébyanszlas lenyegesen kilonbézik az idealis
kozeg esetén alakulé nyomastériyetoszlastol. Ez a kiulonbség @&ksorban a henger megfavassal
ellentétes, hatsé oldalan jelentkezik: a val6osagozeg a hengert nem tudja tokéletesen
korularamolni, a henger mogott érvényes levalasazalakul Ki.

Az ebben a zdénaban kialakul6 orvényeket Karmae févénysornak nevezik — ezek az
aramlastan és aerodinamika szamos tertletén hienakivil nagy jelerdséggel.

Val6sagos kozeg henger kortli aramlasa esetérkoarmt aramlasi sebesség, azaz a Reynolds
szam kicsi, a henger koril, a b&éridponttdl induld, laminaris hatarréteg alakul Ez a
hatarréteg csak kis energiatranszportra képest baémar levalik. Ez kb9=80" koriilfogasi
szoget jelent, a levalas kb. itt kbvetkezik be.tBaya fennmarado iv mentén levalt, 6rvényes zona
all els, ahol a nyomas alacsony. Ezt mutatja a 18.1. 4Rex Re,"-val jeldlt gorbéje.

Nagyobb, pontosabban a kritikusnal nagyobb Reynadam esetén a laminaris utan a
turbulens hatérréteg is létrejon. A turbulens hétégbeli jelerisen nagyobb energiatranszport
joval késbbi (kb. 8 0120°) levalast jelent. Emiatt, ebben az esetben a ngt@haast jellemé
gorbe Re> Rey) sokkal kozelebb halad az idealishoz. Ez azt felérogy a henger (gomb)
ellenallasa a kritikus Reynolds szam elérésekatelbim lecstkken, hiszen ilyenkor a henger
(gbmb) mogotti érvényes zona — ahol a nyomas atpgsiehat nagy ellendllast kelt — hirtelen
szikebb lesz. Ezzel nyilvanvaldan egyditt jar az elldsasokkenése is.

Ezt a tényt, hogy ti. a tompa testeknél, turbuleatrréteg esetén az aramlasskésvalik le,
ezért az ellenallas kisebb lesz, sok gyakorlatibese ki is hasznaljuk. Tipikus példa erre a
golflabda esete: ennek a felszinét Ugy alakitjagk hkigy a hatarréteg a leietegkorabban
turbulens legyen — ezért az ilyen labda azonos lmguhatasara messzebbre repil (egyes
esetekben akar 75%-kal messzebbre), mint egy obaelynek a sima fellletén nem alakul ki
turbulens hatarréteg.

A testek kordli aramlasok vizsgalatakor sok, ésgekérdés meril fel. Az egyik ezek kozul a
nyomas és a csusztato fesziltség eloszlasa axlgetdén. Az (1.3) kifejezést a szoban forgd test
felllete mentén integralva a testre hato émrtt kapjuk:

R= [ MdA (18.1)

Ennek az dmnek altalaban két, egymasra dleges dsszetéyet szokas vizsgalni: az egyik a
zavartalan aramlas iranyaba edlenallas-ef, a masik az arra méeges felhajto€r. Az ellenallas
erét az ellenallas tényéz c,) segitségével szokas felirni.

Az ellendllas tényeit pl. (szélcsatorna) mérés alapjan lehet meghataromegmeérjik a
vizsgalt testen keletkéz ellenallds eit, majd ezt az ét elosztjuk a zavartalan aramlas
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sebességével szamitott dinamikai nyomas és a temmlédsra médileges, legnagyobb
keresztmetszeti feluletenel\( ) szorzataval:

Fe
P2op
—C
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e

itt: c,—az ellenallas tényéz (18.2)

A 18.2. abran a henger és a gomb ellenéllas téjg/éthato, a Reynolds szam fluggvényében.
A gorbék csak jellegre helyesek, azokrél szaméttékamolas céljabol hasznalni nem szabad.
Mindkét gorbén lathatdo egy-egy, kritikusnak neveZeeynolds szam, amelynél az ellenéllas
tényed értéke hirtelen lecsokken. Ez a mar korabban etpliturbulens hatarréteg megjelenés
miatti korulfogasi sz6g ndvekedés kovetkezménye.
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18.2. abra — Henger és gomb ellenallas tényez &je

Az abran lathatd gorbék 6sszenyomhatatlan kozegnatkoznak. Nagy sebesség (nagy Mach
szam) esetén megjelenik a hullam ellendllas, agiiraék menetét jeletsen megvaltoztatja.

A gbmb esetében, teljesen turbulencia-mentes asdmah ennek a kritikus Reynolds szamnak

az értéke:3.85[10. Ennek a kritikus Reynolds szamnak a segitségéxakas aturbulencia
faktort definialni:

_3.85010 (18.3)
I:eekl’MERT

tf

A fenti kifejezés nevdjében az a kritikus Reynolds szam talalhatd, anedyenirbsiteni
kivant dramlasban mérhetiink. Ez legfeljebb edyedé altaldban kisebb, mint a turbulencia-
mentes aramlasban adott érték — ami a tort szgdbad talalhato. A mért kritikus Reynolds szam
annal kisebb, minél turbulensebb a vizsgalt aramigg, a turbulensség novekedésével a
turbulencia faktor értéke is novekszik.

A jarmivek esetében &ltalaban valamilyen értelemben &naata® kialakitasra igyekeznek.

Specialis megfavasi viszonyok esetén ugyan keletdezlevalasok is, de a jafivekkel
kapcsolatos néhany, bevez@llemzst mégis az aramvonalas testek kapcsan ismertetiink.
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18.2. Aramvonalas testek — a szarnyprofil

A tompa testek ellentéte az aramvonalas test.Mpéotestek korlli aramlasban jellefen
légellenallas jon létre, mely mérsékelt sebessé@amlasban doéen az alakellenallas. Ez az
ellenallas alapvéen a nyomaskulonbség miatt akb.eh csusztato fesziltség szerepe kicsi.

Az aramvonalas testek esetében az alakellendtdlakian (amikor a test a tervezett, vagy a
tervezetthez kozeli iranybdl kapja a megfuvast)sikie testek ellenallasanak déntésze —
mérsékelt sebessggramlasban — a surlodasi ellenéllas. Nagysebgssaglasban megjelenik a
hullamellenallas is, a hullamellenallas alagest nyomaskilonbség keletkezése miatt &l el
Ebben a jegyzetben a hullamellenallassal, annadi@gevolta miatt nem foglalkozunk.

Az aramvonalas testek esetében, a fentiek miatzakirodalom nyoman az ellenallas térdyez
az aramlas altal surolt felulettel aranyos, uniikei feltlettel (A;) szokas szamolni:

C = ; itt: c,—az ellenallas tényéz (18.4)

Az aramvonalas testekre a jdipépészetben legjelledizb példa a mérsékelt sebedség
aramlasokban alkalmazott szarnyprofil. A szarnyipr@llemzéi a 18.3. abran lathatok. A
szarnyprofilt rendkivil sokfelé alkalmazzak — aftedosabb sajatossaga az, hogy az aramlas
iranyaba e% ellenallashoz képest (igen) nagy, az aramlasréleges felhajto éit hoz Iétre.

(megfuvasi sebesség) (allasszdg)

18.3. abra — Szarnyprofil

Egy aramvonalas testre — pl. szarnyprofilra -6Hethajto eé méréssel vagy szamitassal
hatarozhaté meg. A felhajtd@etényest az ellenallas tényéh6z hasonlé médon definialjuk:

Fe

C; = :
f BCZAS
2

itt: c, —a felhajtoed tényed (18.5)

Az eftényedk sora tovabb folytathato (pl. oldaterés oldalef tényes) és a fentihez
hasonl6an tobbféle nyomatéki tén§es szokas definialni.

A kovetkedkben a mérsékelt sebességamlasban Gkods szarnyprofilon €lallé felhajtoed

keletkezésének folyamatat mutatjuk be. (A nagysspsszuperszonikus aramlasban keletkez
felhajtd ebrol a 14. fejezet 14.3 pontjaban mér volt szé.)
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Helyettesitsik a szarnyprofilt a vazvonalaval 41&8bra). Azt mondhatjuk, hogy a szarnyprofil
helyettesid, ivelt lap a korulotte aramld levégsebességének iranyat valtoztatia meg. Az
irAnyvaltozas, az aramvonalak gorblletén keresztyibomasvaltozashoz vezet. A gorbllt
aramvonalak mentén ugyanis az itt fellépentrifugalis ef hatadsara a nyomas a goérbuleti
kozépponttol kifele haladva novekszik. igy alakulakvazvonal (profil) alatti nyomasnovekedés
(p, +Ap,), amikor a kbzeg a kornyezeti nyomasrol indulwaavonal alsé részét megnovekedett

nyomassal éri el. llletve hasonlé modon all alvazvonal feletti nyomascsokkends, € Ap;: ) is.

Azt mondhatjuk, hogy a nyomas a vazvonalra diegesen, a gorbileti k6zépponttdl kifele
haladva majdnem mindig szigordan monotén—csak a vazvonal helye a kivétel, ahol a nyomas
ugrasszdren csokken. Ez a nyomasugras — természetesen dggdéhetséges, hogy az aramlast
a vazvonal (profil) szilard feltletként két résosztja.

18.4. abra — A felhajtéer 6 keletkezésének folyamata

A fels nyomascsokkenés kovetkezében felll a helyi sehpasegd; alul, a nyomasnoévekedés
miatt pedig lecsokken. E nyomaskilénbség alapjadallél sebesség-kulonbségnek a
felhasznalasaval szamithat6 a cirkulacio, ahohsegralban hasznalandé zart gérbe a vazvonalat
(profilt) korilvew, zart gorbe:

r=¢ cds; (2.13)
Emiatt, az altaldban nem nulla cirkulacié — vagyédy — miatt nevezik a szarnyprofilokbal

felépitett lapatokkal ellatott aramlastani gépeketenygépnek. A profil hatasanak cirkulacioval
tortérd modellezése — igen nagyvonallan — a 18.5 abraatéat

|
al
.

Y

Y

alaparamias + cirkulacio = eredd sebesseégeloszlas

18.5. dbra — Sebesség szuperpozicio

Az alaparamlas és egy (a gyakorlati szamitasoktitbb, esetleg megoszlé) o6rvény
sebességterének 0sszege olyan éersdbességtérre vezet, ahol a profilhoz (vazvonalhoz
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kozeledve megkapjuk a félsoldali sebességntvekedést és az alsd oldali sEmEgEkkenést.
llletve a profiltdl (vazvonaltol) tavolodva a sebég a zavartalan aramlas sebességéhez tart, vagyis
ekkor a nyomas értéke is tart a kornyezeti nyomtéekéhez. Az ilyen elven felépitett, numerikus
modelleket a szakirodalomban fellleti 6rvény-pamgldszereknek nevezik, ezeket a profilok
egyszeifi numerikus szamitasara (igen elterjedten) has#nélja

A 18.4. abran, a kilépésnél megfigyethehogy a kilép sebesség ugyan kozel ééieges,
azonban a felsoldalrol érked kozeg sebessége nagyobb, mint az also oldalrékirk Vagyis a
profil nyomaban egy un. nyiré-réteg alakul ki. Ebbe rétegben a feélsaramlas sebessége
fokozatosan csokken, mikbzben a nyomas ndvekszikls® aramlas sebessége pedig fokozatosan
nd, mikdzben a nyomas csokken. Ez végeredménybeskazra, hogy a profil mdgotti aramvonal
(nyom) tovabb gorbiil lefele. Igy alakul ki az aymt — amihez hasonlét a Iégcsavarnal mar
bemutattunk — hogy a vazvonaltdl (profiltol) tavalba indukalt sebesség kb. kétszer akkora lesz,
mint a kozvetlenil a vazvonalnal (profilnal) addddukalt sebesség.

Ebben a nyir0 rétegben a jeléhicsusztato feszlltség hatasara — ahogyan azéadtagnél
mar kordbban bemutattuk — jeléstturbulencia is keletkezik.

A profilok legfontosabb tulajdonsagaként azt jelkimeg, hogy ezek kis ellenallas aran nagy
felhajtoetit képesek létrehozni. A (18.4), illetve (18.5) addggésekkel definialtuk az ellenéllas,
illetve a felhajtoet tényedt. E két tényed viszonya szamszéen is megmutatja, hogy a profil

A1

~-mennyire j0”. Definialjuk ebsz6r a sikloszamot:

£=¢,/¢C; (18.6)

A siklészam annal jobb, minél kisebb az értékeakCsegjegyezzik, hogy a siklészam az
elnevezését onnan kapta, hogy megmutatja: egységayassagbol milyen tavolsagra siklik egy
(vitorlazo) repubgép. Vagyis a siklészam korrekt megnevezése moridpfk A mindennapokban
a kifejezésbl az egyes gyakran elmaradt és ekkor mondjak —atlanul! — hogy a siklé6szam 25.

Mas iskolakban az aerodinamikai jésagot (fséyget) definialtak:
K=c /¢ =V¢; (18.7)

Az aerodinamikai miféség éppen a siklészam reciproka — annyi, mint atgbanul
megnevezett sikloszam (példaként mondtuk a 25/Atonkrét siklészam, vagy aerodinamikai
minéség érték egy-egy konkrét profil valamelyikodési éallapotdban a profiljellerdiz
ismeretében hatarozhaté meg. Nagyon j6 profilokaal aerodinamikai miéség a legjobb
Uzemallapotban akar 100-120-as értéket is elérhet.

A profilok mikédését jellemd legfontosabb valtozé az alldsszog {értelmezése a 18.3.
abran lathato).

A felhajtéets és az ellenallas tényezz allasszog figgvényében a 18.6 abran lathato. A
felhajtéeb tényed sokdig az allasszdggel aranyosan valtozik, majé@maz értéke tal nagy lesz
és az aramlas mar nem tudja kovetni a profil kgat(tevalas kezédik), akkor, egy maximalis
érték utan disen csokkenni kezd. Ezt a maximalis felhajideEnyest éppen a kritikusnak
nevezett allasszognél kapjuk. Az ellenallas tégek van egy minimalis értéke, @ttoalra és
jobbra egyarant névekszik.

A 18.6 &bran egy, szélkerekek szamara kifejlesz@809 elnevezésprofil erstényedi
lathatok. A szélkerekek — amint azt mar kifejtetttikiszonylag alacsony sebességeknél, ezért kis
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Reynolds szamoknal ithodnek. Ezért szamukra specialis profilokat fejlesek ki. A felhajtoef
tényed és az ellenallas tényealapveten a Reynolds szamtdl és nagy sebdssggmlasok
esetén a Mach szamtdl flgg.
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18.6. abra — Felhajtéer 6 és ellenallas tényez 6 az allasszog fiiggvényében

A 18.6 abran egy, megleldsen kis allassz6g tartomanyt tiintettliink csak felgyjabol ez az
alldsszog tartomany az, amit pl. a repulésbenlgélta) hasznalnak. Ezért nagyon sok szarnyprofil
esetében csak ilyen tartomanyban végeznek mérédedieianak okaért azonban a szélkerekek
vagy a helikopter rotorlapatok profiljainak esetélaeteljes szégtartoméany fontos.
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18.7. abra — Er 6tényez 6k a teljes allasszdg tartomanyban

A 18.7 abran ugyancsak az S809-es elnevigaésdil jellemzit tintettlk fel, de a teljes (-180 —
180 fok) szbgtartomanyban. Az abrardl lathato, hagglhajtéed tényed értéke az atesés utan
akar kissé vissza is novekszik, illetve a megéetdlasszogeknél (kb. 90 fok felett, illetve kb. —90
fok alatt) ebjelet valt. Az ellenadllas tényézpedig — éppen az @b emlitett ajelvaltasi
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allasszogeknél — igen nagy értéket ér el. A legoblyellenallas tényéza legnagyobb felhajtéér
tényednél Iényegesen nagyobb. llyenkor persze, a pragfylakalan nem aramvonalas, sokkal
inkadbb az dramlasra nédegesen allé testként, tompa testnek bizonyul.

A gyakorlatban rendkivil sokféle profil ismert, éapjainkban is egyre Ujabb profilokat
fejlesztenek. E sokféle profilbdl, példaul a repidkén ismertek a NACA, az ONERA, a RAF stb.
profilok. E profilok adatai az un. profil-katalogakdan talalhatok meg. (llyen pl. a NACA —
National Advisory Committee for Aeronautics — 84;Report’-ja, amely 1945-ben jelent meg és
a ,Summary of Airfoil Data” cimet viseli).

A legjobb sikloszdm (melynek értéke annal jobbnéhikisebb) valtozasat a Reynolds szam
fuggvényében, egy profil, ivelt lap és siklap dsetéa 18.8. abra mutatja. Lathato, hogy van egy
Reynolds sza&m intervallum, ami alatt célsibér siklapot vagy ivelt lapot alkalmazni; illetve
efelett a profil alkalmazasadelydsebb.

&g

“ivelt lap

6+8-10" Re

18.8. abra — Siklap, ivelt lap és szarnyprofil 6ssz  ehasonlitasa

Erre lathatunk példat amikor a kismérejépek esetében (pl. processzotshventilator,
porszivo jarOkerék, esetleg kisitventilator lapat) a lapatot ivelt lapbdl képezik Kagyobb
gépeknél viszont (vastag) profilos lapatokat alletmak.

A szarnyprofilok nikbdését kétdimenzids, vagyis sikaramlasban viadgaok, érdekes, itt
nem vizsgalhaté kérdés meril fel akkor, ha az &siniidrom-dimenzidsnak kell tekinteni — ilyen
pl. a véges szarny problémaja. Hasonloképpen sukbgaes érdekes probléma addédik a nagyobb
sebessdg 6sszenyomhato aramlasokban. Csak megemlitjiky;, imagden eddigi ismeretetdben
allando aramlasra mondtunk ki. Azslien valtozé aramlasokban keletédelhajtoes, ellenallas
€s nyomaték szamitasa mind a mai napig komoly sélgéket okoz.

18.3. Jarmivekre hat6é kdzegeék

A jarmivek t6bb osztalyba sorolhatok, ennek megéelel igen szerteagazd ismeretanyag
vonatkozik rgjuk. Ebben a jegyzetben csak néhdmdszen egyszetertlettel foglalkozunk.

A 18.9. abrdn egy személyautot tuntettink fel — &waval azonban A&ltalanosabb a
mondanivalonk: egy jarfite, altalaban hat ellendllassefF,), felhajto eé (F, ) és oldales (F,)

és, természetesen hatnak a megfeleingelyek koruli nyomatékok. Ezek szerepe az egyes
jarmiveknél eésen kiulonboé A repubgépeknél példaul minden éerés nyomaték ismerete
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szilkséges. Ezzel szemben pl. a vasuti jaaknél a légaramlas (szél) kdvetkeztében kelétkez
aerodinamikai felhajté ével, annak igen kis értéke miatt, senki sem foglailk. Mivel mind a
hajokkal, mind a repikkel foglakozé szakiranyok igen részletesen tajgiala specialis
aramlastani kérdéseiket, azért itt ezekkel aj@akkel tovabb nem foglakozunk.

18.9. abra — Gépjarm dre hat6 er 6k

A megfeleb erket (rendre ellenallas &rfelhajtdé eé és oldalef) a (18.2) szerint definialt
erdtenyedkkel szamithatjuk:

Fe:cegczpm; F. = cfgéAM; F= cg% é A (18.8)

A (18.8)-ban A, -mel jelzett, legnagyobb metszeti feluletet — véidan — feltlintettiik a 18.9

abran: ez a gépjadimet derékban kettészelfelllet. Konkrét meérés tanulmanyozasakor
természetesen oda kell figyelni a ténylegesen @mi&abtt mérési feltételekre.

A kozegellenallas, pontosabban a minél kisebb ¢@llnallas minden jarimél igen fontos: a
kerékparoknal, a motorkerékparoknal, az autoknabraatoknal, a hajoknal, a repkhél és igy
tovabb. Csokkentésére az &ramvonalas formak ésna fllletek, atmenetek alkalmazasa a
leginkabb elterjedt médszer. A személygépkocsiknélllas tényase altalaban0.3+ 1.Eértékek
kozott valtozik — a magasabb értékek a kevésbé\dmaatas, régebbi kialakitasu személyautdkat
jellemzik. Az autébuszok ellenallas ténggz altalaban 0.4+ 0.&értekek kozott valtozik. A
tehergépjariivekre altalaban a0.8+1 koruli 1égellendllas tényéz jellemzs. A kerékparok
légellenallas tényéige valtozo, nagymeértékben fligg a kerékpar kerekekialakitasatol és a
kerékparozd személy testtartasatol és oOltddletAt kerékparok és motorkerékparok Iégellenallas
tényedje altaldban0.6+ 0.7 kozott valtozik. EQy mozdony Iégellendllds ténsjezpl. 0.4+ 0.6
korali érték lehet.

Az oldaleb tényed nagysaga esetenként az 1-es értéket is elérietebéen flgg az
oldalaramlas szogéit A felhajtéel tényed értéke altalabarD.1+ 0.2 kozott valtozik — afsen
flgg a jarnti kialakitasatél. Egyes, specialis esetekben mefdtdszarnnyal létrehozott, negativ
felhajtéetvel csokkentik az eréd felhajtoett. A repubgépekkel és a hajokkal itt nem
foglalkozunk — mindbéssze megjegyezzik, hogy a haséktében a légellenallasnal sokkalta
nagyobb és altalaban fontosabb a viz ellenéllasa.

A kozegellendllas azonban 0Osszefiigg makkal: az aramvonalas alak akar egészen kis
kozegellenallast is eredményezhet, de ennek azrazhagy ilyenkor a jarfivon keletkes
felhajtées megndvekedhet. A személygépjdnaknél példaul egy elslépésben kialakitott, igen
aramvonalas kialakitast szokas lerontani addig,yhag ellenallas még ne legyen tul nagy,
mikdzben a felhajtoérmar nem akkora, hogy jeléisen rontsa a nagy sebességgel haladdijarm
Uthoz tapadasat.
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18. Teskorili Aramlasok

Hasonléképpen fontos az olddlés, amely — a 18.9. abra szerint — akkor keletkdra a jarn
a megfavast oldalrdl is kapja. Az abran ezt jelezaiif szOggel. Személygeépjativeknél az
oldale véltozasa lehet nagyon fontos — pontosabban fotogy a valtozé megfuvasi irany
esetén minél kisebb oldatevaltozas kovetkezzen be. Ez lehet az a helyzeikaanpéldaul
oldalszeles uton haladva egy nagy tehergépjamellett haladunk el: ilyenkor a szélarnyékba
bekerllve és abbdl kikertlve egyarant erezhetdaleb hathat a személygépjaine. A
kerékparok és motorkerékpérok esetében a helyzainiia A hajok esetében annyit jegyzink
meg, hogy ott az oldalszél sodrodast okoz.

A hajok egyebként azért is érdekes eszkdzok, emarbzgasuk két kbzegben torténik, rdadasul
a leve@d mozgasa a vizen hullamokat kelt, amely hulldmobkefolyasoljdk a hajok mozgasat.
Vagyis a leve§ a hajé mozgasara kozvetlen és kdzvetett hatasbal. i

A jarmivek specialis aramlastani kérdéseit napjainkban QkDbnerikus) médszerekkel lehet
kozeliten vizsgalni, illetve igen gyakori a szélcsatotmgOk esetében a vizcsatorna kisérlet.

Mintafeladat

A [7] példatar a 16. ,Surlédasos aramlas testekilk@. fejezetében tobb, e fejezet anyagahoz
csatlakozé példa talalhatd. A kovetkkhen egy, egyszérfeladatot mutatunk be.

Feladat

£

I

e

F, G

18.10. abra — Repul égépre haté er 6k

Meghatarozand6 az abran lathatd motoros kiséepép felhajtoes €s legellenallas tényée,
valamint siklészama. A repigép szarnyanak felilefg =18n7; a repubgép sulya
G =14500N ; a repulési sebessége= 60 ny s és a replléshez szikséges teljesitmémy75kW.

A szamitasban a levégirisége p :1.225kg/ v értékre valaszthato.

Megoldas a mechanikabdl ismeretes, hogy egyenes vonallendgfes sebess&gnozgas
esetén a testre — jelen esetben r@gpipre — hatd kidserok eredje és az ergilkllss nyomaték
egyarant zérus. A nyomatékokkal ebben a feladatbanfoglalkozunk — csak a teljesség kedvéert

emlitettik meghket. Az ebegyensulybol kovetkezik, hogy a vond€iF,) és a légellenallasH|)
eredje, valamint a felhajtoér(F, ) és a sulyér (G) eredsje paronként nulla.

A felhajtéet abszolat értéke tehat egyém sulyeé abszolat értékével:

F|=|6] = F, =14500N; (18.9)

A felhajtoet ismeretében, (18.5) felhasznalasaval szamitheihajtoet tényes is:

F
oo P 14500 ... (18.10)

" (p/2)c*A, (1225 J0660118
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18. Teskorili Aramlasok

Masrészt a replléshez szikséges teljesitménekéeg alapjan a vonéea kovetkeéképpen
szamithat6 (a vektor jelleget elhagyva, az abszwtékkel szamolunk):

P,=F,@& = F,=P,/c=75000 60= 1250N; (18.11)

Innen kovetkezik a I1égellenallas és (18.4) szexingllenallas tényéazs:

. F 1250
F, =F,=1250N; == =0.031;
»=Fe=1250N; €5 g (p/2)c*A, (1225 066018 03!

Szamitsuk ki (18.6) szerint a siklészamot:
£= ce/cf =0.0310.365 0.085 1:11;
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19. Aramlastani gépek - bevezetd

Ebben a pontban az aramlastechnikai gépek legattealapismereteit mutatjuk be. Ezek az
alapismeretek a jariwekkel foglalkozé mérndkok szamara feltétlenll sagesek.

19.1. A cévezetékek jelleggorbéje

A cshvezetekek egyes kérdéseivel a 17. pontban marlkogltank. A cévezetékek, amelyek
egyenes csovekh csokonyokokidl, elzard szerkezetekbés egyéb elemekb allithaték dssze
kulonféle (folyekony és gazndin folyadékok szallitasara szolgalnak. Egy ilyen,nikeét
csHvezeték jelleggorbéje lathatd a 19.1. abran:

; /K I}z
vagy
Ap / } h vagy A\p

H vagy Ap

19.1. abra — Cs 6vezeték jelleggorbéje

A csfvezeték szallithat valamely magassagta)( vagy valamely nyomaskilénbség ellenében
(Ap). Ez a szallitas a statikus szallito magassagbty, ), vagy nyomaskulonbségb (Ap,),

valamint a veszteségb (h vagyA p) tewdik 0ssze. Ez utobbi (a veszteség) a 17. pontban
foglaltak szerint, 6sszenyomhatatlan kdzeget vizsga térfogataram négyzetével aranyos.

Az ilyen jelleggorbével biré ésezetékkel kell az egyes aramlastani gépeknek egikbddni.
A géznen, illetve folyékony folyadékok szallitAsara szolgatsivezetékekben étorduld,
jellegzetes sebességeket —&tmen fliggvényében — mutatja a 19.2. abra:

p=>p
- }20+50[m/5]

gazok-gbzok

C
/ P-D
25—7[??1/,&“]{/
/ folyékony folyadékok } 2+4[m/s]
0.8+1[m/s]{///_' v nagy
D [mm]
10 100 1000

19.2. abra — Cévezetékek jellem# méretei és sebességei



19. Aramlastaéipgk — bevezét

A 19.2. abra természetesen csak a tajékozodaktafap a gyakorlati megoldasokban éétt
eltér atmébvk és eltéd sebesseégek is léteznek. Mindazonaltal érdekesigyedfi, hogy az
elektromos tavvezetékekhez hasonléan a nagyoblségra tortéé szallitas jellem&en nagyobb
nyomason torténik. (Az elektromos fesziltség-kuk#t aramlastani megfedg a nyomas
kulénbség.)

Csohalézatok alapismeretei

A cvezetékekbl gyakran céhaldzatot allitanak O0ssze. Ezek aramlasi viszonyaismeét
elektromos analégiara hivatkozva — a csomopontia éisurok-torvény alapjan irhatjuk le. E
torvények altalanosan az un. illeszkedési és horakix segitségével fogalmazhatok meg; ebben
az ebadas vazlatban csak nagyon egyé$eer az elemi szemlélétbkovetke® alakjuk talalhato
meg.

Tekintsik a 19.3. abran lathato, egyfizéaldézatot. Erre a haldzatra nézve felirhatdo két
csomoéponti-egyenlet:
V,=V,+V, illetve \j+ V=V (19.1)

Ezek az egyenletek — a folytonossag torvényét seéthtartva — azt fejezik ki, hogy egy
csomopontba belépes kile® aramok ertéke azonos.

£

19.3. dbra — Egyszer i cs6hélbzat vazlata

A hurok-térvény pedig azt mondja ki, hogy a 1%Bra jeldléseit hasznélva a nyomasveszteség
az ,2"-es szakaszon egyérd ,3"-as szakaszon bekovetkaezyomasveszteséggel:

Ap, = Ap,; (19.2)

Altalanos esetben a csomoponti és hurok-torvérglapjan nemlinearis egyenlet rendszert
kapunk, ennek megoldésa rendszerint valamely,adé wumerikus médszer alkalmazasat igényili.

Cshalbzatra vonatkozo, igen egysz@€élda a [7] példatar 15.13-as feladata.

19.2. Szarnyracsra hato &f

Az aramlastani gépek jarokerekeinek (19.5 abnadtjait gyakran vizsgaljuk un. lapatracskent
(19.4. &bra). Ez azt jelenti, hogy a jarOkerekelnefis utan a lapatosztassal (19.4. abed),,
kovetked lapatjait egy, sikon elhelyezkéthpatraccsa képezzik le. Ehhez a lapatozashozilérke
a kozeg ec, abszolut sebesseggel, illetve tavozik onnay abszolut sebességgel.
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19. Aramlastaéipgk — bevezét

Ebben a jegyzetben csak a legegy#zeresetet vizsgaljuk, ennek megfét tegyik fel, hogy
a lapatracs mozdulatlan (vagyis a szallitd sebessdlg). Tegylk fel tovabba, hogy a feladat
sikdramlaskeént vizsgalhatd, vagyis a 19.4. abiarsiknebélegesen semmi sem valtozik, az abra
sikjara mefleges meéret egysegnyi lesz.

Tekintstink két, egymastél pontosam (rdcsosztas) tavolsagra tévaramvonalat, illetve
képezzen ez a két aramvonal egy (a 19.4. abraatdathddon) aramcsovet.

By "

i el \\‘\\\ la :
Q- CR\\ c,
1 £ y a \“\\ ’ j :-
t s
!

C,.
Cly =

Cx A

19.4. abra — Lapatracs

Zarjuk le ezt az dramcsovet két, lapatosztas-nagsmegfelel, az abra szerinty, iranyu
szakasszal: ezzel egy elems fellletet kaptunk. Az igy kialakitott elléreé felllet
lapatosztdsonként megismétethetvagyis amennyiben egy, ilyen rész aramlds visaibny
megismerjik, akkor — mivel itt periodikus isnt&tés kovetkezik — az egész sikaramlast is
megismertuk.

irjuk fel elsszor a folytonossag torvényét:
Ca=Ga azaz = &, (19.3)

A belépésnél 16y pont az 1-es, a kilépésnél tea 2-es jelet kapta. E két pont kdzé felirhatjuk
az idedlis, allandotstsed kozegekre vonatkozo, legegysgan alaku Bernoulli egyenletet (12.3
képlet). Itt ebhatas ugyan lesz, de, mivel a racs mozdulatlant enénkavégzés nem torténik —
igy a (12.3) alaku Bernoulli egyenlet felirhato:

PG P, S _ P, %G _ B, GG (19.4)
o 2 p 2 " p 2 0 2

Rendezzik at (19.4)-et az aldbbi mddon:

2 _ 2
P~ B _ ¢-¢ _G TGy . (hiszenc, =¢,,) (19.5)
Jo 2 2
irjuk fel harmadikként az impulzus tételt is:
-mg,+ Mg, = pa pa J;
Gx G= R pa T (19.6)

—mg, + mg, =-1T;

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a (19.6) masoditaban szerefplegyenlet bal oldalanak
masodik tagjaban azért hasznaltunk pozitbyedt, mert a valasztott koordinta rendszerbenamag
a sebesseg 0sszetdic,, ) negativ.
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19. Aramlastaéipgk — bevezét

Az impulzus tétel vektor egyenlet, ezért a sikdéamak, illetve a vélasztott koordinata
rendszernek megfel@n két komponens-egyenletet irtunk fel. Ezek, (18s3(19.5) figyelembe
vételével atrendezhik:

2 _ 2
Gy ~Cy a |

2 : (19.7)

Ty:m(qy— gy); ahot n¥ p ag;

T=(p-p)a=-p

Szamitsuk ki a lapatracs vizsgalt tagjara hatGabszolut értekét:

2
_ _ Cy =G 2.
|T|—4/TX2+Ty_2_pa\/( y2 v] +q2x(qy—9y) : (19.8)

Vezessik be a végtelen megfuvasi sebesség fogamatsebesség a be- és ldlépbességek
ko6zépértéke:
_G*G . (19.9)

egyenes

19.5. dbra — Végtelen megfuvasi sebesség

A végtelen megfavasi sebességet a 19.5. abram tightettiik — ennek a sebességnelbbidsaz
egyedulallé szarny vizsgalatanal is szerepe lesienJesetben a végtelen megfavasi sebesség
kifejezése a kdvetkézmddon irhato:

Cix Cox
Co =] C,*+GC,y |Z| G+ Gy | (19.10)
2 2

(19.8)-bal, (19.10) figyelembe vételével, egysizeramolassal kévetkezik, hogy:
T|=pa(g,-c,) ¢ (19.11)

Korabban mar, a (2.13) egyenlettel definialtukirautaciot, szamitsuk ki ezt a mennyiséget a
19.4 abran, az ellénzé felllet kontarjat jeld, szaggatott vonallal rajzolt, zart gérbe mentégy, U

hogy:

B C D A
r :cﬁ cds=J'cds+J' Cds-j cdsj cds (19.12)
A B C D

A (19.12) méasodik és negyedik tagja kiejti egyméasizen az utvonal és a sebesség-eloszlas
azonos, de a korlljarasi irany éppen ellentétes. el és a harmadik tagot egyséen
szamithatjuk:
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19. Aramlastaéipgk — bevezét

B D
r=[cds+[ cds= c,a+(-c,)a= d ¢~ g,); (19.13)
A C

A szamitasban figyelembe vettlk, hogy az abrairdzey, elsjele negativ. Ez egyéként nem
jelenti az altalanossag megszoritasat, mert hdbkitnne az iranyeltereles ég, pozitiv lenne,
akkor is negativ lenne azo@l, az ellenke& koruljarasi irany miatt.

Vegyuk észre, hogy a (19.13)-mal adott cirkul&zaérepel (19.11)-ben:
T/=pa(g,-¢,) ¢ =pr¢; (19.14)

Ezzel megkaptuk a nevezetes Kutta-Zsukovszkijltiéaenely kimondja, hogy a szarnyracs
vizsgalt, egységnyi hosszusagagjan keletkez e aranyos a igiiséggel, a cirkulacioval és a
végtelen (zavartalan) &ramlds sebességével. A kemsddben még megvizsgaljuk a keletkeard
iranyat is, mivel (19.14) csak azeaabszolut értékét szolgaltatja.

A (19.7)-ben mar meghataroztuk a# &ét 6sszeteljét, ezeknek hanyadosa megmutatja éz er
,X' tengellyel bezart szogét:

T, pac,(g,-c,) G

Yy — y Y] — _ X — _ _%ox .

Tx Clzy_CZZy Cly+02y Cooy ’ (1915)
R

Eszerint megallapithatd, hogy az dresl6 a végtelen megfavasi sebességre dheges. Ez
egyébkeént azt, a mas oldalrdl is mégdtett tényt jelzi, hogy az idealis kdzegben — etsgt
szarny, illetve két iranyban végtelen szarnyraesées— ellenallas nem keletkezik. A keletkezs
azonosan egyefl felhajto efvel.

Vizsgaljuk meg még az egyedulallo szarny esetétek tegyik fel, hogy:

a=ow, = a( Gy~ gy) = all feltétel mellett ¢— ¢ =0,

C,=C,=>0C,;

Egyedulallo szarny esetén tehat a (19.14) képlgamggy hasznalhatd, mint szarnyracs
esetében — & ilyenkor az egyedulallé szarny koérul keletkgxéges) cirkulacio. Ac, sebesség

pedig abban az értelemben azonos a zavartalangaetbességével, hogy az egyediilallé szarny a
korulotte aramlo végtelen mennyisékpzeg sebességét csak véges mértékben képesadselaly
azaz a szarnytol barmilyen iranyban tavolodva anmaiédsa csokken és a sebesség tarf a

sebességhez. Kicsit pontatlanul fogalmazva a ségeskorben, a végtelenben egyeqg| -nel.

19.3. Aramlastani gépek

Az itt kbvetked, erbsen bevezétjellegi fejezetben az aramlastechnikai gépek kozil csak az
orvénygépekkel foglalkozunk. Az 6rvénygépek elnésben az ,,6rvény” nem a forgason, hanem
a gépben talalhato (szarny)lapat kéral kialakuM@ayen, masképpen cirkulacion alapul.
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19. Aramlastagpgk — bevezét

Az 6rvénygépek tobbnyire (nagyon nagyvonaltan) legbol (pl. csigahaz), jarokerdithés a
jarOkereket forgatd motorbdl allnak. Mi, itt a ralis jarokerekeket, azok lapatkialakitasat és
mikodését targyaljuk. Ezt is a legegysddr modon, a lapatokat vazvonalukkal helyettesitve
tesszik.

"

Forgas
rany

19.6. abra — Radidlis jarokerék

A 19.6. abran egy hétrahajlé lapatozasu, radébsnlés jarokerék lathato. A belépést’;es,
a kilépést ,2"-es index jeldli.

A belépésnél feltettik, hogy a betekbdzegnek nincs perdilete (cirkulacidja), mert dvite
tétel értelmében (10.5), idedlis, 6sszenyomhatdtizmegben a perdilet ddszerinti derivaltja
nulla. Ez akkor nincs igy, ha a jarokerékhez arakdivegnek valami perdiletet ad: ilyen lehet,
mondjuk a jarokerék étti elo-perdités.

A 19.6. abran egy be- és egy kiépebességi haromszog is lathatd. E két sebességi
haromszodgben az abszollut sebesgdg-(a mechanika tanitasa szerint — a szallitd sége@) és
a relativ sebesség vektomw] 6sszegeként all &I

19.7 &bra — JarOkerék kilép 6 sebességi haromszoge
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19. Aramlastaéipgk — bevezét

A 19.7. abran egy, kilépsebességi haromszdg lathatd. Ebbe a haromszogagdiek az
abszolut sebesseg kerlleti () €és meridian ¢,,,) 6sszetedjéet, valamint a lapatszogepy) is. Ezt

a sebességi haromszoget és a lapatszoget a 16 .ialfeltlintettik.

Az abszolut sebesség keriileti 0sszétdva perdilet, a meridian 6sszeigt a térfogat-aram
szamitdsakor hasznaljuk majd fel.

A perdilet (impulzusnyomatéki) tétel segitseégéatrozzuk meg egy jarokerék forgatdsahoz
szikséges nyomatekot:

(J;) r X(cchdA) :(J;) r ><(HdA)+\j/ r x(pg dV)-r xT (7.34)

Tegyuk fel, hogy a jobb oldal él$s masodik tagja nulla, azaz a fellletikenyomatéka és a
térességl szarmazé dik (pl. sulyet) nyomatéka is nulla. Tegyik fel tovabba, hogy &619
abran lathato, kétdimenzids esetnél a forgatashikseéges nyomaték az abra sikjaradegres
(vektor) és a baloldalon I8wektori szorzat abra sikjara nikrges dsszetéje [1] nyoman:

J' rX(c,ochA)=(r202u—rlclu)m
(A)

Masrészt, szintén a baloldali integralban medtalél a tomegaram:
[ pcTdA=m (19.16)

A
Ezzel a perdllet tétel alapjan a jarokerékre hgidmaték szamithato:
M( Gy =, h) = (~r XT )|, ==M,, (19.17)

Szorozzuk be mindkét oldalt a szégsebesseéggetgdik a jobb oldal ;;1"-szeresét, hogy a
folyadéknak atadott teljesitmeny®{ ) kapjunk:

m(c\2u T L:'.) == MJKa): EF (1918)

A folyadéknak &tadott teljesitményt a Bernoulliyeglet alapjan is felirhatjuk, hiszen a
tdbmegaram és az energia-kilénbség szorzata éppadjaz

1

2
(itt 1gH, =594 gh +ﬂ, i:1vagy2j
2 o

A fenti egyenletben, a hagyomanyos felirasi modmagfeleben minden energiat magassag
dimenzidéban fejeztliink ki, ezért irhaté a jobb addakbgyszdren a magassag kilénbség. Ez a
magassag kiulonbség réviden az ,elméleti végtel@iligzmagassag”, ami a (19.19) jobb oldalan
lathato H” betii indexe.

(19.18) és (19.19) 6sszevetésével az Euler tudgiyanletet kapjuk:

H,, = Cuh, — G, Y (19.20)
g
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19. Aramlastagpgk — bevezét

Az .Euler turbina egyenletet” egy, a hagyomanyoktapul6 elnevezés, @es munka-gépekre
egyarant alkalmazhat6. (Vagyis nem csak turbinakemem pl. szivattydkra is érvényes és
alkalmazhato). Az ,elméleti” azt jelenti, hogy elbbaz egyenletben veszteségeket nem veszink
figyelembe. A végtelen pedig azt jelenti, hogy pakak szama végtelen, azaz a perdilet a kerilet
mentén mindentt az allandd, elméleti érték.

Ez az egyenlet, mas formaban axialis ventilataadakifelirhato:
Ap,, = pUAG, (19.21)

A (19.21) annyiban kilénboézik a (19.20)-t6l, hogymagassag helyett nyoméas-dimenzidéban
irédott; tovabba az axialis gépeknél a ki- és hielgpgar Iényegében azonos, igy nincs értelme
kétféele keruleti sebességgel szamolmiX u, = u), illetve az abszollt sebességek keruleti iranyu

Osszetedinek kildnbsége egyetlen tagba foglalhaté 6ssze-(c,, = Ag,).

Az Euler turbina egyenlet mas aton is levezéth&z a levezetés azért tanulsagos, mert a
relativ aramlasra felirt Bernoulli egyenlettel &iik. Vagyis itt (is) egy olyan esettel
talalkozhatunk, amikor energia be- vagy elvezew=tém irjuk fel a Bernoulli egyenletet — de
ehhez egy olyan rendszert keresiuink (ez a relatidser), ahol ér(nyomaték) van, de azér
iranyaba e% elmozdulas nincs, és ezzel munkavégzeés sincs!

A relativ (a jarokerékkel egytitt forgd) rendszearBernoulli egyenlet:

vv2 +9h Ko _wy p2+gq LW’ (19.22)
27 2 2 p 2

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a relativ Berrioelgyenletben — a forgd rendszer miatt —
megjelent a centrifugalis &ér potencialja is. Rendezziik at ezt az egyenlgfet hogy hozzuk be
az abszolut sebességeket:

pp +g(h-h)+ (‘§ G _ (5+U§ W, = G- lf+V? (19.23)

A fenti egyenlet felirasakor figyelembe vettik,gior’a’ =u/, illetve r’aw’ =u’. Vegyik
tekintetbe tovabba, hogy:

G =Gt 0, W=W W, és w= iy g
tovabba w, = g, és §- i+ m 9=
akkor: -G, = G~ U+ Vi, + W,=-2yg;

llletve a fentiekhez hasonlé megfontolasok alapjmét felbontva és behelyettesitve a
megfeleb rész dsszefliggéseket:

C; = Con* Gy €S G+ GF Y= W~ =2 U
Ezzel a kovetkegzeredményre jutunk:

pz_p1+ _ +C§_('21: _ .
- g(h-h)+=>"=6u- Gy
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19. Aramlastaéipgk — bevezét

A fenti egyenlet bal oldalat a (19.19) dsszefliggékeirtak szerint atirhatjuk:
gH. =G,L- G W (19.24)
Ezzel pedig ismét eljutottunk — mas uton — (194249, az Euler turbina egyenlethez.

Az drvénygépek frikodésére jellentz a reakciéfok. irjuk fel a teljes szallitO magasstag
nyomashol és a mozgasi energiavaltozasbdél szarsratlitd magassagok dsszegekeént:

H=H,+H,

Ezzel a reakciofok:

H _ 2 _ 2
r:_p:u:]_—HC' itt - H % ~G (19.25)

A 19.6. és 19.7. abran feltintetett sebességdidqmisolatban két, egys#eitd megallapitast
szokas megfogalmazni: az &lahogyan az a 19.6. abran lathato is, az, hogglepbkdzegnek
nincs perdileteg, =0); a masodik szerint feltessziik, hogy a jarokeréigst alakitjak ki, hogy a

meridian sebesség ne valtozzay), (= c,,,). Ez utébbi sebesség allandosaga ugy érekethogy a

jarokeréken a folyadék ataramlasi keresztmetsadiidonak tartjuk — vagyis a noveéksugarak
esetében novekvkerilethez megfelélmértékben kisebb magassagot rendeliink. Ez a j@lidke
kialakitas a 19.16. abran tekintheheg. Ez tehat azt jelenti, hogy a jarokerék lapagtassaga a
sugar novekedésével csdkken.

Ezen egyszésitésekkel a H_ " szallitomagassag rész az alabbi formaban irtedto f

2 2

2 2 2
=28 %t Cn= G G G (19.26)
29 29 29

Ezzel a reakciofok:

2
F=1-—20 . mert: H=H_ D02 (19.27)
26,4, g

A radialis jarokerekek vizsgalataban az alabldtali szamot szokas bevezetni:
é=c,/u, (19.28)

E viszonyszdm a lapatozas alakjat is jellemzicaitjlé a lapat ha <1 (ez a helyzet a 19.6.
abran); radialis kilépdésa lapat, ha Ezl(c2u :uz), ilyenkor a relativ sebesség rbleges a
kertleti (szallitdé) sebességretmhajld a lapat, hd >1. Elérehajlé lapat esetén a kil&abszolut
sebesség nagy értéket vesz fel, ilyenkor a kilégésagy a kinetikai energia.

A & segitségével a szallitbomagassagok és a reakcié#oketke# formaban irhato fel:

2 2
H, =62 H :52;—2 és ezzel Fl—% (19.29)
g

E c
Abrazoljuk a szallitbmagassagokat, illetve a rédk&ot a sebességi szam fliggvényében

(19.8. abra). A bal oldali rész-abrardl leolvashdidgy az elméleti végtelen szallit6 magassag a
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sebességi szammal aranyosén a jobb oldali rész 4bra pedig megmutatja, hogyangkkor a
reakciofok csokken.

) (reakcicfok)
(szallitomagassagok) 7

g

g=1 E=2 11 &=2
19.8. dbra — A szallitbmagassag és a reakciéfok as ebességi szam fliggvényében
A teljes szallitbmagassagon belll a kinetikai gizendvekedéséb szamitott szallitbmagassag-
rész négyzetesen novekszik. Az abrarol leolvashnai@y a hatrahajlo lapatokf <1) esetében a
nyomas magassag a nagyobb, mintHy, & H ) a kinetikai energia névekedesélszamitott
szallito magassag rész. Ekkor a reakcio fok értéke: > 0.5.

A radialis lapatoknal £ =1) a ket szallitbmagassag rész éppen egyeH|, =H_), a reakcié

fok pedig éppen 0.5 — ez jol lathatd a jobboldékzrabran. Az étehajlé lapatok esetében
(£ >1)a kinetikai energia ndvekedégészamitott szallit6 magassag rész keril tulsulgsaennek
megfeleben a reakcio fok csokke®(G>r = 0).

Mindkét rész-4bra vilagosan mutatja, hogy & 2-es érték folé menni igazan célsgéan.
Végkovetkeztetésként megallapithatjuk, hogy a hajld lapatozas viszonylag kis
szallitomagassagot képesalitani, de ezt viszonylag j0 hatasfokkal tesaragyis az ilyen gép
méretei (adott feladatra) nagyok lesznek: ezeklilshagymérdt, j6 hatasfokd berendezések. Az
elérehajlo lapatozas esetében viszont éppen viszongkgy szallitbmagassagot kapunk, de
viszonylag rossz hatdsfokkal. Az ilyen lapatozasdi@itott gépek lehetnek azok a mobil gépek,
ahol el$ sorban a nagy teljesitmény és kis méret a foatdmtasfok nem annyira Iényeges. Erre
példakeént atizoltd szivattyat emlitjuk.

19.4 Radialis atomléd jarokerekkel ellatott drvénygépek jelleggorbéje

Jelleggorbének egy, adott fordulatszamhoz tartezdllitbmagassag-térfogataram (vagy
nyomasnovekedés — térfogataram) diagramot neveziidsgaljuk meg €lszor az elméleti
jelleggorbéket.

Legyen a ki- és belépmeridian sebesség azonos, illetve legyen a belppatiiletmentes.
Ekkor (19.20) megfeléken egyszdisitett alakjabadl, illetve a 19.7. abra alapjantjdia hogy:

— C, U, - (uz G Ctgﬁz) u, - u22

H —<
g g g

€0

_u_éczm Ctgﬁz = Kl_ KZV

A fenti kifejezés felirasanal kihasznaltuk, hogkilépé meridian sebesség dsszétaranyos a
térfogatarammal. A kil&p lapatszoget tartalmazo tagt§f,) értéke hatrahajlé lapat esetén
pozitiv, radialis lapatnal nulla éséethajlé lapat esetében negativ. igy az elméleiggbrbék
felrajzolhatok (19.9. abra, baloldal):
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19. Aramlastaéipgk — bevezét

Heco { Ctg ﬁQ <0 } E’}tozés H Eiméleti /Hew
E|erehajlo lap Jjelleggérbe Perdt.‘dfe__;—apadas
L —iH,
Radialis lapatozas - £
(ctg B, =0) = - "; Siribdési veszieséy
}f(. . — i
?&%‘3’/ 0 /g (Mkazési veszieséy
cte £ - E]'D(?“O? ds Valdsagos
(ctg 5, >0) jelleggérbe
v 14

19.9. abra — Orvénygépek elméleti jelleggorbéi

A 19.9. abra jobb oldalan egy példa lathaté: haggaarmaztathaté egy (épperdrehajld
lapatozasu) gép elméleti jelleggorbéjeba valosagos jelleggorbe. Az elméleti szallito
magassagbol le kell vonni a véges lapatszam npatiiliiletapadasi veszteséget. Ezt kimet
levonandoé a térfogataram négyzetével aranyos sigidmszteség is. Végul levonandé az Utkdzési
veszteség: ennek érteke a tervezési pontban mumigl kisebb vagy nagyobb térfogataramoknal
pedig, a munkaponttél tavolodva az értéke n

Csovezeték és radialis atomléglapatozassal ellatott orvénygép egylttiikbdése

Az orvénygépek itikddési vizsgalatdnak lezardsaként vizsgaljuk edyvezeték — radialis
atomlés orvénygep egyuttitkodesi kérdéesét.

A 19.10. abran egy radialis atomilédapatozassal ellatott 6rvénygép €s egypvezetek
egyuttmikodését meghataroz6 jelleggorbék lathatok. A kétb@iek két metszés-pontja
(munkapontja) van. A bal oldali labilis, a jobb alidstabil.

Ha a térfogat-aram valamely zavar kOvetkeztébegval®zik és az M;” munkapontnak

megfeleb értéknél nagyobb értéket vesz fel, akkor a rerebd&re allo szallito magassag nagyobb
lesz a szikségesnél, tehat a térfogat-aram tovabbkszik. Ez a jobbik eset. Amennyiben a
térfogat-aram lecsokkenne, akkor a rendelkezésdesahllitd magassag kevesebb lesz, mint a
szikséges — igy a folyadékszallitas lecsokken. Ekiassz esetben hidraulikus lengések is
felléphetnek. Ez a munkapont a gyakorlatban elked!

"H

Cadvezeldk felleqgorbéle

I’.}

;o

19.10. abra Orvénygép és cs évezeték egyiittm dkodése
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Az ,M.,” munkapont viszont stabil: nove&vtérfogat-aram esetén a szikséges szallito

magassag nagyobb lesz, mint a rendelkezésre aligjsva térfogat-aram visszacsdkken a kiinduld
ertékre. Ha valamely zavaras folytan a térfogamnémamunkapontbeli érték ala csokkenne, akkor a
szikséges szallit6 magassag kisebb lesz, mint delkmzésre all6 — ezért a térfogat-aram
visszanovekszik a munkapontbeli értékre. Ez a Istakdvetkezésképpen alkalmazando

munkapont.

Mintafeladatok

A [7] példatar 22. ,Aramlas- ésstechnikai gépek” c. fejezetében tobb, e fejezetagaioz
csatlakozo, bar az e tantargyban megkivant szirtBpest (tul)magas szinpélda talalhatd. A
kovetkedkben viszont tébb, e targy szintjéhez illeszkésladatot is bemutatunk.

Feladat

A 19.11 abran egy, ,végtelen sok”, radidlis (surgdwyu) lapattal ellatott vizikerék lathatd. A
kerékhez éerkdzviz-sugar adatai az abran lathatoak.

Meghatarozand6 a vizikerékre hat® dvektor), a vizikerék elméleti teljesitménye ésaaz
hatasfok, amely megmutatja, hogy ez az elmélggsiginény hogyan viszonyul a vizéefység
alatt leadott mozgési energiajahoz.

A nehazeeqi erdiar
hafasa
alhanvagolhatd,
es a kimyeazeli
myomas alfanda.

c=10m/s
A=10cn?
p=1000 ke /m’

F

-x={.’apri':i‘!
I

H=06G /s
19.11. abra - Lapatkerek

Megoldas erre a feladatra szabad az impulzus tétel (z&jirgi alakjat alkalmazni, mivel, a
végtelen sok lapat miatt ez a feladat kvazi-stauioisnak tekinthét A végtelen sok lapat azt
jelenti, hogy a lapatoknak van ugyan kertileti sebgigk (amellyel mozognak), mégis mindig Uj és
0j lapat |ép az abran vazolt helyre — igy a lapdédkez a ,képe” nem mozdul el — 19.12. abra:

A megoldashoz tehat egy all6 (mozdulatlan) élitet fellletet valasztunk majd — e#dl

azonban tisztazni kell a sebességi viszonyokateERyy, a mozgo lapathoz rogzitett edlet
fellletet valasztunk.
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Wpg =CZU
— U
W KJI: c—u

19.12. 4bra — Relativ elleérzé felilet

A 19.12. abréan lathatd, egyutt mozgo ebead felllet olyan rendszert jelent, amiberbleatas
van, de elmozdulas nincs — ezért munkavégzes sdasmitd Akkor viszont, mivel a nyomas
allanddénak tekinthétés helyzeti energiavaltozassal sem kell szadmalgernoulli egyenlet (az
energia megmaradas elve) szerikt és belé relativ sebességek abszolut értéke azohos

Ez egy egyszér de kihagyhatatlan Iépés, illetve jo példa arrdagy mire hasznalhatok az un.
Lrelativ’ rendszerek. B+ és munkagépek vizsgalatanal egyarant szokas rro@éregyenletet a
relativ rendszerben felirni és egyes eredményekeni szarmaztatni. Példa erre az Euler turbina
egyenlet ilyen mdodon tortérievezetése (170-171. old.).

K7
KI

u
19.13. abra — Kilé@ sebességi haromszog

Ezzel méar felrajzolhatjuk a feladat megoldasalmikségesalld ellenérzé fellletet

3

Japit !

BE _ﬂ

— 1
m= pAc

Crr \

NUx

19.14. abra — All6 ellen 6rz 6 felilet

Az abran, az ellgirzé felllet mellett definidltuk a megoldashoz feltéiié szikséges
koordinata rendszertx(- z tengelyek megadésaval).

{

Meghatarozhatjuk a tomegaramat ), ami a folytonossag térvénye szerint allando.

Kulon felhivjuk a figyelmet a kilép abszoliut sebesség és a kilédgdéegységre ds
mozgasmennyiség-valtozas iranyara!
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Most mar felirhatd az impulzus tétel erre a felemlaérvényes alakja (hiszen a
nyomaseloszlasbdl szarmazo érdelileti e és a térdik hatasa, a feladat feltételei szerint
nulla):

[ge +1 g =T ; (19.30)

irjuk ki részletesen (19.30)-at:
mc -mu T -T
o+ o |=-T,|=|-T,;

0| |-m(c-u) T| [-T

(19.31)

Ezzel az egyes @iOsszetetk szamithatok:
T, =-m( c- U =-1000C10J0.000 4 - 40N
T, =0; ; (19.32)
T, =m( c- U =10000110J0.000 4 4N ;

Ny

F=-T

19.15. abra — A lapatkerékre haté ered 6 eré

A lapatkerékre hato &rosszetetket kilon is és eréderskent (T) is, a 19.15. abran tlntettik
fel. Ezen az abran lathat6 tovabba a vizre hatdser® is (F). A szamitasbol latszik, hogy B

ero-0sszetey negativ, ezért azx;-szel ellentétes az iranya. A, ers-0sszete§ viszont pozitiv,
tehat a Z’-vel azonos iranyba mutat. A fizikai elvarasokszeéppen ilyen dmek kell adodnia.

Kovetked lépésként meghatarozando a vizikerék elméle@ditpénye:
P, =T, u=1006= 60watt; (19.33)

elm

A harmadik kérdés a vizikerék hatasfokara vonakkoz
T U _ T u 60

e e w)zﬂfrl"(“" &

=0.25;

2 2 2_ 2

Ezzel a kitiz6tt feladatot megoldottuk.
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Feladat vizszallitdsi feladatra kell jarékereket tervezar elméleti végtelen széllitbmagassag
H.. =25m, a szallitott térfogatarar’ = 600lit/perc, a fordulatszamn=1440f/p, a belép
atme D, =0.15m kell legyen. Feltessziik, hogy a belépés perdiletese a meridian sebesség
alland6 (,,, = all. =c,,, = 3.5nY s) és a lapatok a kilépésnél sugar-iranytak.

Meghatarozando &,, a jarokerek kuls atmeétje, a b és b,lapatmagassag, a reakciofok
valamint a jarokerék forgatasahoz elméletileg segks teljesitmeény.

Megoldas a vizsgaland6 jarékerék a 19.16. abran lathatétatdzzuk meg éz6r a kil
atmebneél a kerileti sebességet. Induljunk ki az elmélégtelen szallitbmagassag 19.20 szerinti
kifejezésébl:
— 2
H :C2uu2 Cﬂ.uul |tt H u2

€00 - €co

=—= mert: g,=0 és ¢, =y
g9 g

Ezzel a kil§ atmébn érvényes kerlleti sebesség szamithato:
U, =./g H,, =+9.8125= 15.661 < (19.34)

A fordulatszam és a kerileti sebesség ismeretétagimatarozhato a kidlatmen:
D, =2u, /w=209.551,/n= 219.55]115.66 1440 0.20¢ (19.35)

A térfogataram, és a meridian sebesség ismeretésmamitjuk a kil§ palast-feluletet:

A, =V/c,, =(600010% 6( /3.5 0.002867 (19.36)

b

1

:[ tengely

lapat

Jarokerék ) §
hatlap eldlap

19.16. abra — Jarokerék vazlata

A 19.16. abrdn a feladatban szebepérokerék két nézetének vazlatos rajza lathato.
Megfigyelhet, hogy a belép abszolut sebesség, | sugariranyl, ez jelenti a perdiletmentes

belépést.
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A lapatozas pedig ugy van kialakitva, hogy a h&lépgnt azonos legyen a bel@pelativ
sebességw, ) iranyaval (litkdzésmentes belépés a tervezégiadban).

A lapatmagassag a kdlatméon:

b, = A/(7D,) =0.00286/0.0653 0.04th= 4en (19.37)
A belé@ lapatmagassagot a folytonossag térvénye szeamiszatjuk:
bA=hA= DbD=hb= (19.38)
b, =b,D,/ D,=0.04400.208/0.15 0.061h
A reakciofok (19.29) szerint egys#en szamithato:
r=1-% =% -1 ezért: r=05 (19.39)

2 u,

Végul a jarokerék forgatasahoz elméletileg szikségljesitményt hatdrozzuk meg. Ez az a
teljesitmény, amire a kulénb®zveszteségek rarakddnak — vagyis a valdésagban eanél
teljesitménynél akar jelefgen is nagyobb a jarokerékikddtetéséhez ténylegesen sziikséges

teljesitmeény.

irjuk fel (19.19) erre az esetre alkalmazott ai#ikj
P. =mgH, =pVgH, =100000.0119.8M 251 245%vatt] 2.KW
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